I. HALMAZOK

Halmazok, jelolések

1. A kovetkez6 definiciok koziil valasszuk ki azokat, amelyek halmazokat adnak meg.
A={Eger bejelentett lako6i 2019. januar elsején}
B={a Trefort 9. ¢ osztalyanak tanuloi}
C={ a Trefort 9. c osztalyanak elég rossz tanuloi}
D={az 50-nél kisebb paros pozitiv primszamok}
E={az Afrikaban megrajzolt derékszogli haromszogek }
F={100 6sszes pozitiv osztoja}
G={Budapest elnevezett utjai €s utcai}
H={a vildgon a barna haju lanyok}

2. Dontsiik el, hogy halmazt adtunk-e meg az aldbbiakban!
A={a paros természetes szdmok }
B={a baratsdgos emberek}
C={a kerek szdmok}
D={a kis tortek}
E={az 1-nél kisebb pozitiv tortek}

3. Irjuk fel, hogy az alabbiak koziil melyek az egyenlé halmazok!
A= {a pozitiv egyjegyll paros szamok}
B= {a nem 0 paros szamjegyek}
C= {a paros szdmjegyek }
D= {0, 2,4, 6, 8}
E={2,4, 6,8}
F= {2 egyjegyli tobbszorosei}

4. Adjuk meg elemei felsorolasaval a kovetkez6 halmazokat!
A= {a 3-nal nagyobb, 10-nél nem nagyobb egész szamok}
B= {a 0 tobbszorosei}
C= {2 egyjegyl pozitiv tobbszordsei}
D= {30 pozitiv osztoi}
E= {a 18 és a 30 legkisebb kozds tobbszorose }

5. Adjuk meg elemei egy kozos tulajdonsdgaval a kovetkezd halmazokat!
A=1{2,3,5"711,13,17,19}
B= {5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, ...}
C=1{3,9, 27,81, 243,729, ...}
D= {0, 1}

6. Abrazoljuk egyetlen Venn diagrammal ezeket a halmazokat:
A={x€Z |x| <3} B = {a dob6kockaval dobhaté szdmok} C={x€Z, x* =4}



7. Az alabbi A, B és C halmazokat megadhatjuk felsoroldssal, koriilirassal és képlettel is. Potoljuk a
hianyz6 megadasokat, és abrazoljuk a halmazokat a Venn-diagramon!

halmaz felsorolds koralirds képlet

A {1;3;5;7;9}

B egyjegyd, pozitiv primszamok

C C={x|4=x=9éxec N}

Részhalmazok

8. Legyen A= {egyjegyl paros természetes szamok}, B= {egyjegyli négyzetszdmok}. Adjuk meg az
A halmaz egy lehetséges X, és a B halmaz egy lehetséges Y részhalmazat gy, hogy Y € X
YEXXcAéYcCX XCAéYCX

9. A= {1,2,3},B=1{2,3,4,5,6,7}. a) Hiny részhalmaza van A-nak? b) Hany valoddi részhalmaza
van A-nak? c¢) Hany kettd elemi részhalmaza van B-nek? d) Hany négy elemii részhalmaza van B-
nek? e) Hany olyan halmaz van, amelyik A-nak és B-nek is részhalmaza?

10. Melyikigaz? Ac B Ac(C AcD AcE DcA EcAha
A = {hegyesszdgli haromszogek} B= {der¢kszogli haromszogek}
C= {tompaszdgii haromszogek} D = {egyenl6 szart haromszogek}
E= {szabalyos haromszogek}

11. Soroljuk fel a) a dobokockaval dobhato primszadmok halmazanak 6sszes részhalmazat, b) a 20-
nal kisebb pozitiv négyzetszamok halmazanak 6sszes részhalmazat.

Intervallumok

12. Abrazoljuk szamegyenesen a kovetkezd intervallumokat!
1-10 6] 1-3 10[ -3 -5] 14,5 3[ [-2,257,5] 1-6 3[

13. Adjuk meg és szemléltessiik a kdvetkezd egyenldtlenségek megoldashalmazat, ha az alaphalmaz
A) a természetes szamok B) az egész szdmok C) a nemnegativ valos szdmok halmaza!
a)x< 10 b)—=x>5 ¢)|x| =3 d)2x<0.

14. Az alabbi egyenldtlenségek alaphalmaza a valos szdmhalmaz. A megoldashalmazokat irjuk olyan
sorrendben, hogy mindegyik halmaz utdn kdvetkezé halmaz részhalmaza legyen az el6z6nek!
x?>5 x—10>15 —x < —10 25 <x 5<|x|+2

15. Az abran lathat6 fiiggvény értelmezési tartomanya [—1; 8]. Hatdrozzuk meg, hogy a) hol vannak
a fiiggvénynek zérushelyei; b) mely intervallumokon vesz fel negativ értéket a fliggvény; c) mely
intervallumokon monoton névd a fiiggvény.
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Miiveletek halmazokkal

16. Az alaphalmaz a H= {1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,} A=1{2,7,8} B={1,2,4,6} C={2,4,5, 8}
Végezd el a kdvetkezd halmazmiiveleteket. Abrazold a halmazokat Venn-diagrammal.
AUB ANB B—A BnC A-C

17. Az alaphalmaza H= {1, 2,3,4,5,6,7,8} A={1,2,4,6} B={2,7,8} C={3,4,5, 8}
Végezd el a kovetkezd halmazmiiveleteket. Abrazold a halmazokat Venn-diagrammal.
AUB BnC A-C (BuC)-A

18. Az alaphalmaz a H={1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, tovabbi halmazok: A={1, 2, 3,7, 8}, B={1,3,4,6, 7}
C={2, 4, 5, 7, 8}. Végezd el a kovetkez6 halmazmiiveleteket. Abrazold a halmazokat Venn-
diagrammal.

AUB BnC C—A A B C BuC

ANC B—A

A= {20-n4l kisebb négyzetszdmok}, B= {3 egyjegyli tobbszordsei}
20. Adj meg két olyan halmazt, melyek metszete {x, 2y, 3z}, és unidja {x, 2x,y, 2y, z, 3z}.

21. Adott két intervallum. Adjuk meg a két intervallum uniojat, metszetét, kiilonbségeit.
@sz&lﬂ%Yz(ﬁnO]lﬂXzE,ﬂ@Yz(g3]@X=B,%&Y=(&7)

22. Egy osztaly tanuloi koziil 15 szeret focizni, 12 kosarazni, 6 didk pedig mindkét sportot szereti.
Hény tanul6ja van az osztalynak, ha 3-an egyik sportot sem kedvelik?

23. Egy matematikaversenyen két feladatot tliztek ki. Az els6 feladatot az indulok 80%-a, a masodikat
pedig az indulok 40%-a oldotta meg. Minden résztvevd megoldott legalabb egy feladatot, mindkét
feladatot 2 tanul6 oldotta meg. Hanyan indulhattak a versenyen?

24. Egy sportegyestiletnek 550 tagja van, a tagok 20 %-a kajakozik vagy kenuzik. A tagok koziil 60-
an kajakoznak, és 25-en mindkét sportot lizik. Hinyan kenuznak?

25. Egy zeneiskola egyik évfolyaméan haromféle hangszeren tanulnak a didkok. Mindenki legalabb
egy hangszeren tanul. Hegediilni 43-an, zongordzni 46-an, fuvolazni 33-an tanulnak. Harom hang-
szeren senki sem tanul. Azok szdma, akik pontosan két hangszeren jatszanak 27, koziiliik hegediilni
€s zongorazni is tanulnak 9-en. Hanyan tanulnak csak fuvolan? Hényan jarnak erre az évfolyamra?



26. Ede focicsapatot szeretne alapitani. Felhivasara sokan megjelentek a plakdtokon meghirdetett
gytilésen. Amikor Ede megkérdezte a jelenléviket, hogy kik jatszottak mar a kiilonb6z6 posztokon,
kideriilt, hogy koradbban védét 19-en, kozéppalyast 20-an, csatart 22-en jatszottak. A tovabbi kérdé-
sekbdl kideriilt, hogy 10 f6 jatszott mar védot és kozéppalyast, 9 {6 csatart és védot, 11-en csatart €s
kozéppalyast. 4-en mindharom poszton fociztak mar. Hanyan voltak ott az alakul6 gytilésen, ha Ede
hozott magaval 3 kapusjeldltet is?

27. A 26 f0s osztalybol 15-en tanulnak norvégul, 20-an danul. Azt is tudjuk, hogy mindenki tanulja
a két nyelv legalabb egyikét. Hanyan tanulnak csak danul?

28. Egy 10 f0s barati tarsasagbol 5 f0 szereti a focit, 4 a kosarlabdat, egyvalaki pedig mind a két
sportagat. Hinyan nem kedvelik a két labdajaték egyikét sem ebbdl a barati tarsasagbol?

29. Egy csoportban 13 tanuld készitett matematika, 15 tanul6 magyar nyelvtan hdzi feladatot. 8-an
készitették el a hazi feladatukat mindkét tantargybol, de volt 3 olyan gyerek is, aki egyik orara sem
késziilt. a) Hany f6s a csoport? b) A csoportba jarok hany szazaléka készitette el csak a matek hazi
feladatat?

30. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges A és B halmazokra teljesiilnek a kdvetkezdk:
Au(BNC)=(AUB)Nn(AUC) ANn(BUC)=ANB)U(ANC)

31. Hatarozzuk meg az A ¢és a B halmazokat, ha tudjuk, hogy
AuB={5,6,7 8 9, 10} A—B=1{8, 9, 10}ésANnB = {5}

32. Irjuk le a kovetkezé halmazok elemeit. AUB BUC AUA AND
ENE A-B B—A C-C,
ha A={0,1,2,3,4,5,6}, B=1{0,2,4,6,8,10}, C=1{1,3,5,7,9,11, 13}
D={2,3,5,7,9}, E= {0, 3, 6,9}

33. Adjunk meg két olyan halmazt, amelyek kiilonbsége a kétjegyl 6ttel oszthatd szamok halmaza.

34. Legyen A= {egyjegyll paros természetes szamok }, B= {5-nél nem nagyobb természetes szamok },
s a H alaphalmaznak tekintsik az egyjegyli természetes szamok halmazat. Szemléltessiik a
halmazokat Venn-diagrammal! Adjuk meg elemeinek felsorolasaval az alabbi halmazokat!

35. Egy sport tagozatos osztaly 1étszama 24 6. Az osztalyban mindenki atletizal vagy kosarlabdazik.
16-an atletizalnak, 14-en kosaraznak. Hany olyan tanul6 van az osztalyban, aki csak kosarazik?

36. Az els6 koncerten 12-en voltak, a masodikon ugyancsak 12-en vettek részt, a harmadikon pedig
13-an. Harom olyan didk volt, aki mindhdrom koncerten részt vett. Azok szama, akik csak egy
koncerten voltak 14. Mennyi az osztalylétszdm?

37. Legyen A halmaz a 2-vel, B halmaz a 3-mal, C halmaz a 4-gyel oszthat6 szamok halmaza. Készit-
siink halmazabrat, ¢s helyezziik el benne a kovetkez6 szamokat:
0,4,6,8,12,15, 18,27, 162,300

38. Adjunk meg 6t halmazt tigy, hogy koziiliik barmely négynek a metszete ne legyen az iires halmaz,
de az 6t halmaz metszete az iires halmaz legyen.



39. Egy zeneiskola egyik évfolyaménak 56 didkja hegediilni, zongorazni vagy csellozni tanul.
Mindenki jatszik valamelyik hangszeren. Azok szama, akik pontosan két hangszeren jatszanak, négy-
szer, akik pedig pontosan egy hangszeren jatszanak, kilencszer annyi, mint azok szama, akik mind-
harom hangszeren jatszanak. Hanyan vannak azok, akik csak egy hangszeren jatszanak?

40. Legyenek az A, B és C halmazok rendre a 3-mal, 6-tal, illetve 5-tel oszthatd szamok halmaza.
Mely szamok tartoznak az aldbbi halmazokba? (A—-B)nC A-B-C

41. irjuk felaz AUB, ANB, A — Bhalmazok elemeit, ha A= {a, b, c, g, h,j} B={a, c, f, h, k}

42. Adott harom halmaz: A= {1,2,4,7,8,9, 12}, B=1{2,3,5,6,7, 11, 12}, C= {4, 5,6, 7, 10, 13}
Adjuk meg az alabbi halmazok elemeit! (AU B) — C (AnB)Uu(BnC) An(B-0)

43. Igazoljuk halmazéabrak segitségével az alabbi egyenldségeket.
A-—BuUuC=A-B)n(A-0) A-BnNnC=(A-B)UA-0)

44. Igazoljuk, hogy nem minden esetben igaz az alabbi egyenléség! A— (B—C) =(A—B)—C

45. Legyen az alaphalmaz a valds szamok halmaza. Az A halmaz az x > 2, a B halmaz az |x| < 10,
a C halmaz az x < 6 valds szamok halmaza. Hatarozzuk meg az alabbi halmazokat!

AUB B—A AnC
46. Adjuk meg a kovetkezd intervallumok metszetét és az eredményt dbrazoljuk a szdmegyenesen.

[-5, 3]n]-1, 1]

47. Adjuk meg az eredményt: ]—1, %[ N E, Z[ [-2, 2] n]-8, —1] [—2, 0] U [—%, 7]

[—4, 0] — [—3,5, %] 11, 2] —E 5]

48. Adjuk meg az A halmaz elemeit, ha az alaphalmazaz U = {1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8}, a B halmaz elemei
B ={3,5,7,8}, tovabba A = {1,2,3,4,5,6,7,8}, ANB ={3,7}ésAUB = Q.

49. B =1{1,3,5,7,9}, tovabba A = {1, 2,3, 4, 5, 6} két halmaz.
a) Adjuk meg elemeik felsorolasavalazAUB, AN B, A\ B, B\ A halmazokat.
b) Adjunk meg egy C halmazt ugy, hogy (B \ C) S A legyen.

Halmazok elemszama

50. Az A halmaznak 20, a B halmaznak 15 eleme van. Legfeljebb hany eleme lehet a kovetkezd
halmazoknak? AUBANB A—-B B—-A

51. Az A halmaznak 18, a B halmaznak 11 eleme van. Hany eleme van az A N Bhalmaznak, ha az
A U Bhalmaz 22 elemet tartalmaz?

52. Lassuk be, hogy ha A és B véges halmazok, akkor |A U B| = |A| + |B| — |A N B|

53. Lassuk be, hogy ha A és B véges halmazok, akkor
JAUBUC|=|A|+|B|+|C|—|AnB|—|AnC|—|BnC|+|AUBUC|



54. Hany elemii az A és B halmazok metszete, ha AU B = 82,|A| = 56 és |B| =93 ?

Nehezebb feladatok

55. Adott egy n elemii halmaz, amely tartalmazza az 1-et. Az 1-et tartalmaz6 vagy az 1-et nem tartal-
mazo részhalmazaibdl van-e tobb?

56. Az iskolai turaszakosztaly mind a 42 tagja részt vett az idei harom tara valamelyikén. A masodik
kirandulason eggyel, a harmadikon pedig oOttel tobben vettek részt, mint az elsén. Azok szdma, akik
két taran vettek részt, haromszor, akik pedig egy tiran vettek részt, tizszer annyi, mint azok szdma,
akik mindharom taran részt vettek. Hanyan vettek részt az elsd, a masodik, illetve a harmadik
kirdndulason?

57. Egy autdjavito lizemben 49 szakmunkés dolgozik: autdszereldk, lakatosok és autovillamossagi
szerel6k. Ot olyan szakmunkds van kozottiik, aki mindharom szakméban jartas. Azok az autd-
szerelok, akik nem rendelkeznek a lakatos szakmaval is, haromszor annyian vannak, mint akik csak
a lakatos szakmaval rendelkeznek. Hét olyan szakmunkds van az dsszes kozott, akik az autoszereld
¢s a lakatos szakmat is tudjak. Azok a villamossagi szerelok, akik nem értenek az au-toszereléshez,
14-gyel kevesebben vannak, mint azok az autdszereldk, akik nem értenek a lakatos munkdhoz.
Hanyan vannak, akik csak a lakatos szakméaval rendelkeznek?

58. Adottak az U alaphalmazon az A és B halmazok.
Igazoljuk, hogy (BNA) U (ANB) = (AUB) — (ANB)

59. A Végtelen szalloda egyetlen végtelen hosszu folyosdjan — nevéhez hiven — végtelen sok
egyagyas szoba van. A szobaajtok sorszdmozasa a recepcid mellett kezdddik: 1, 2, 3, ...

Minden szobaban van egy hangosbemond6: azon keresztiil kérheti meg a recepcids a vendégeket,
hogy tegyenek meg valamit. A szallodaban telt haz van. Mire szoélitsa fel a mar bent laké vendégeket
a recepcios, ha

a) egy Ottagu csalad érkezik;

b) egy kongresszus résztvevdi érkeznek végtelen sok (B4, B,, B ... jelil) végtelen hosszu autobusszal
(minden buszon S4, S,, S3 ... szamu ilés van)?

A recepcios senkit sem kiildhet haza, és minden érkezdnek kiilon szobat kell biztositania, viszont
barmelyik szobédba elkoltoztetheti a mar bent lakokat. Mindezt ugy kell megtennie, hogy egyértelmii
legyen, melyik busz melyik iilésének utasa melyik szobat kapja meg. Természetesen az atkoltoztetett
vendégeknek is meg kell mondani, melyik szobabol melyik szobaba koltozzenek.

60. Jelolje T a tér Gsszes pontjainak halmazat, d(X; Y) pedig az X és Y alakzatok tavolsagat. Milyen
alakzatok lehetnek a kovetkez6k? (Az r mindig pozitiv valds szamot jeldl.)

{P € T,d(P;s) = r,ahol s C T egy adott zart szakasz}

{P € T,d(P;t) < r,aholt € T egy adott zart téglalap}

{P € T,d(P;u) <r,aholu S T egy adott zart téglatest}
61.

Tekintsiik a teret U alaphalmaznak. Legyen H c U egy végtelen zart hengertest, e — U egyenes
és S < U sik. Mik lehetnek a kdvetkez6 ponthalmazok az alakzatok elhelyezkedésétdl fiiggben?

a) HNe; b) S\e; c) HN S.



62.

Az A, B és C halmazokrol a kdvetkezdket tudjuk: mindegyik halmaznak pontosan négy eleme van;
AUBWUGC=41:2:3:5:7:8;9: 10k [(AuB)mC]\(AmBmC): {2;7}; B\C={1;5}, valamint
Afib=ArsBrAaG=110}%

a) Adjuk meg B halmaz elemeit.

b) Igaz-e, hogy 7 € A?

63. Egy szinjatsz6 csoport mar harom kiilfoldi fellépéssel biiszkélkedhet: jartak Bécsben, Helsinkiben
¢és Pragaban. A tarsulat minden tagja fellépett legalabb az egyik helyen. Azon tagok, akik Ausztridban
¢s Finnorszagban is felléptek, 15-en voltak. 21 -en Pragaban és Bécsben is jatszottak. Olyan nem volt,
aki csak Helsinkiben és Pragaban jart, de Bécsben nem.

a) Hanyan léptek fel mindhdrom févarosban, ha az dsszesen 60 fOs tarsulatnak 55%-a csak egy
varosba jutott el?

A szinjatszok vezet6jétdl tudjuk azt is, hogy azok koziil, akik csak egy kiilfoldi fellépésre tudtak
elmenni, Pragédban pont feleannyian jartak, mint Bécsben. Kizarélag Helsinkiben 3 {0 jart.

b) Héany fével 1épett fel a tarsulat az egyes varosokban?

64. Legyenek A, B, C véges halmazok. a) Bizonyitsuk be, hogy metszetiik elemszdma nem nagyobb,
mint elemszadmaik szamtani kozepe. b) Adjuk meg k segitségével unidjuk elemszamat, ha tudjuk,
hogy koziiliik egyik sem tartalmazza a masik ketté barmelyikét, metszetiik elemszama k, és
elemszamaik szamtani kdzepe k + 1. ¢) Adjunk unidjuk elemszamara also és fels6 becslést, ha tudjuk,
hogy minden halmaz n elemii; metszetiik elemszdma k (n > k, és vagy mindkettd péros, vagy
mindkettd paratlan).

(A megoldas soran hasznaljuk a harom halmaz Venn-diagramjat.)

65. Mutass példat harom olyan halmazra, hogy barmely kettonek végtelen sok kzos eleme van, de a
harom halmaz k6z0s része tires halmaz.

66. Davidnak 30 képregénye van. Koziililk 14-ben szuperhdsok, 9-ben jarmiivek és 20-ban
mesefigurak a foszereplok. (Olyan képregénye egy sincs, amelyikben a harom koziil valamelyik ne
szerepelne.) Ot képregényben a mesefigurak jarmiivekkel kozlekednek, haromban a jarmiivek
szuperhdsoket széllitanak. Csak egy olyan képregénye van, amelyben a fészerepld jarmiivek
szuperhdsoket és mesefigurakat is szallitanak. Hany olyan képregénye van, amelyben a mesefigurak
és a szuperhdsok gyalog jarnak egyiitt?

67. Egy altalanos iskola felsd tagozatan haromféle szakkor miikodik: fotdszakkor, biologia szakkor
és barlangasz szakkor. E szakkorok 1étszdmat az dbra mutatja évfolyamokra lebontva. Azok szama,
akik pontosan két szakkorre jarnak, kétszer, akik pedig pontosan egy szakkorre jarnak, haromszor
annyi, mint azok szama, akik mindhdrom szakkor munkéjaban résztvesznek. Az iskola fels6 tagozata
216 didkjanak kb. hany szazaléka nem jar semmilyen szakkorre?
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II. ALGEBRA

Algebrai kifejezések
1. Hozd a legegyszerlibb alakra: 4a-a  xy - x%y a’ - 2a 3b* - (—b?) — ic -15¢3
5 5 3 4 2 2 k.3 2 2
4x -(—ﬁx> (~6d) - (=3d)  ZefZe?  3a%h-(-3b) - 2x-(-2y)
3 10 6

1
4a?b - 3ab? — 10xyz - 0,2x%z 2-7ab? -Eazb TXY g V2 Xz

2. Végezziik el a kijeldlt szorzasokat:
5a-(a—2) (b+3)-(—4b)
5
(d2—6d+2)-<—ﬁd) (x —x?+x3)-x2

5
34 (3ab + 6a?b — 9b%a) (3a+2b —c¢) - (—ab?)

X 1
(x+y)-§ 3b-(4—b?) (4c3—c)-5c2

3. Végezziik el a kijelolt miiveleteket, hozzuk a legegyszerlibb alakra:

(4a+3b)-6—5(a+2b)+ (b—2a)-8 4b? — b(6¢c — 5b) + 2c¢(3b + 7¢)
2x(x +3) — (x? — 2x + 3)(-2) 3p —2p(5p — (4 + 2p) + 3)

4. Végezziik el a kijelolt miiveleteket, hozzuk a legegyszerlibb alakra:

(a+Db)(c+4d) (x=2)(x+5) (a+2)(a-3) x=y)2+x) (b—a)(a+Db)

Qy +7x)(2x — y) (4a? — b)(3a? + 2b) (a? +3a)(2a — a®)

(x—1DA+x+x%) (a? —2a+4)(a+2) (a® + ab + b*)(a + b)

(x =P+ x?y +xy® +y°)
(7ab+a—b)(b—a+ 7ab) (x+1)(x—2)(x+3)
5. Végezziik el a kijelolt miiveleteket, hozzuk a legegyszerlibb alakra:

x+Dx—-4)+(x+2)(x—-3) (6y —5)(4y + 3)
—By—=3)By+1) P +7y)(x—y*) + (xy— Dxy +4)

6. Végezziik el a miiveleteket:

(Ba—-1)?-2a+3)(2a—3) + (a + 2)? (4x +3)(4x —3) — Bx +2)? + (x — 7)?



Nevezetes azonossagok

7. A nevezetes azonossagok felhasznéldsaval hozzuk a legegyszertibb alakra:

(@+5?2 (a—4?2 (Ba+h)? (3a—4b)? G - z)2 <2x - %y)z

12y a b\’ 3 7\ 1 2
— — - — — 2 22 —_x—4 2)
(3“+3b) (2 3) <7xy 3x) =+ (zx Y
8. Az egyik nevezetes azonossag felhasznalasaval hozzuk a legegyszeriibb alakra:

(@—b)a+bh) (x=5)(x+5) (4+9m)4—9m) (f—f)(fﬁ)

3 5/\3 5
(2¢ = 7d)(7d + 2¢)
(k2 —=m3)(k? + m3) (7+a+b)(7—a—-b)

9. Irjuk at egy kéttagu kifejezés négyzeteként, azaz irjuk 4t teljes négyzetté:

x% — 2xy — y? a’?+2a+1  4b?+4b+1  9y°—12y3+4  x?2+10x+25
4

x
4q% — 36ab — 81b? 25a? + 80ab + 64b? e xly +y?2  y*—2y%x3 +x°

10. Trjuk at ugy, hogy egy kéttagu kifejezés négyzete is szerepeljen a kifejezésben:

4b 1
x%+6x+10 a’ —8a + 13 b2+?—£ —y*+2y%2+6 — k?—10k3 —28
4a? + 28a + 45 9¢?2 —12c + 11 2x% + 20x + 49 —3y2+ 18y —18

11. Végezziik el a kijelolt miiveleteket, hozzuk a legegyszerlibb alakra:

(x—=3)%2+ (2x —1)? 3(a — 2b)? — (3a + b)? (6a —5)? — (4a —3)(%9a — 2)

(@=1)a+1)a*-1)  (b-3Y(b+3)

12. Végezziik el a szorzasokat, majd rendezziik a tagokat valamelyik betli fokszdma szerintit
csOkkend sorrendbe:

(a+ b)(a+ b)(a+b) (x+y)(x+y)2 (x+2)3 (b—0c)*(b—c) (3—x)3
13. Bontsuk fel a zargjelt az el6z6 feladatban kapott eredmények felhasznaldséaval.
(a + b)3 (a —b)3 (x—1)3 (1-x)3 (y +2)°3 2m —1)3 (2a + b)3
Szorzatta alakitas

Alakitsuk szorzatta:
14. x3 + x* —x a’ + 5a —y?—3yz 9b%c + 6bc? x3 — x* ab? + a*b3

6x3 — 10x? + 2x 4b* + 8b3 + 28b?



15.a(c+d) + b(c+ d) 2x(y —5) + 3y(y —5)
5k(m+3)—23+m) 3a(b+5)+b+5
b(c—4)—c+4 6¢c(d —3)+4d — 12 x+y+ax+ay X+y—ax—ay
ax — bx + 2a — 2b ab + ac + bd + cd 2ax — 2bx — 3a + 3b
16.ab +3b—2a—6 2ax +bx +2a+b

2ax + 5y + 10x + ay ab — 8x + 4a — 2bx
17.a? = b>  x*-9  16-c?  d*—;  4a®——b?  16c*—d°

18.36a? — b?  x% —2xy +y? (x +2)% — 9y? 9a*+6a®>+1  49y* — 64

19. a’bh? — 9 16 — x?%y? 4a* -9 4 —a’b? a? — x?y?
20. Alakitsuk a lehetd legtobb tényezds szorzatta:

5

x3y — xy3 10a® —90 m®-—m3 2b%? +4b + 2 3c? + 6cd + 3d? a* — 16x*

3a% — 3b? 5p% -5 x3 — x? 3xy? + 6xy + 3x a®b — ab?

Algebrai tortkifejezések
Ertelmezési tartomdny

21. Az ismeretlen mely értékeinél nem értelmezhetd a tort?

5 3 a x-3 x-3 a+3 b b-2 a+2
x—y 2x a-3 x x+3 a’ b* -1 b* -4 ala+2)
22. Az x mely értékeire lesz a tort értéke nulla?
x—3 2 2x+ 1 x?—4 x(x +2) 5 x—3 x+3
X x+1 x—2 x? x+3 x—1 x+3 x?

Tortek egyszertisitése

6a -2a 5ax? 12ab3 8ax 12a3 —-x

23. Egyszerusitsiik a torteket: — — —

gy 9b 4b 10a 4ab 12ay 4a ’b 3x2
27a5b? 3x2(x-2) 3-a 32a(a-5)
24. Egyszerusitsik a torteket: — —_—
gy 12a2p3 6x3(x—2) a-3 24a2(5-a)

25. Alakitsuk a szdmlalot vagy a nevezdt vagy mindkettdt szorzattd, majd egyszerisitsiik a tortet:

x% —y? 5a 2a —4 5x(y + 3) x% — 36 15 + 3y x2 —10x + 25
X—y 5a + 15b 3(a—2) 6y + 18 x—6 y+5 x—5




X+ 2 3a? -3 x%+x a® — b? a’ — 2ab + b? 8x%y? + 2xy a* — b*
x?—4 7a+7 x?—-1 (a+ b)? a—>b 4x2%y a? — b?

6. Alakitsuk a szamlalot vagy a nevezOt vagy mindkettot szorzatta, majd egyszeriisitsiik a tortet:

a’+a 3x%2 -3 2a% + 6a b+ 4b+ 4 5c? — 45 a*—1
a? -1 6x —6 a?+6a+9 b2 + 2b c2—6c+9 a*—2a%2+1
a—>b a—>b a—>b c—7
—(a—>b) —a+b b—a 7—c
3a+3b x%—y? a’-b? x2—2xy+y?
a2-p2 5x—5y a?+2ab+b? x2—y2

Tortek 6sszevonasa

27. Végezziik el az 0sszeadasokat €s kivondsokat, hozzuk a legegyszeriibb alakra:

a a Xy 3x—2+2x+3 2a+5 2a-3 X x a 4 b
4 6 5 2 5 3 4 5 ab ac x—1 1-x
28. Végezzik el az 6sszeadasokat és kivonasokat, hozzuk a legegyszeriibb alakra.
2 1 m?2+3 2-m xX+y x-—y 8 7
. + + +
a’? a m? m X2y xy? b—c c—b

29. Allapitsuk meg, mit érdemes kozos nevezdnek valasztani. Majd hozzuk a torteket kozos nevezére,
majd végezziik el az dsszevonasokat:

2a—3b 4a-—5b 5x2—2x—1 3x-—2 ) a—b 3 N
a?b ab? X2y Xy . 5 a—1 a
30. Végezziik el az 6sszeadéasokat és kivonasokat, hozzuk a legegyszeriibb alakra:
x X at+l a+2 k-3 2k
2x+1 2x-—1 a a+1 k-1 k+1
31. Végezziik el az 6sszeadasokat és kivonasokat, hozzuk a legegyszeriibb alakra:
5 1 2x 3 +1 5 6a + 7 5 a+1+ 5a
2x x 5 4y2 "2y y a(a+1) a+1 8a+3 24a+9

Tortek szorzasa, osztasa
32. Végezziik el a szorzasokat, hozzuk a legegyszeriibb alakra:

a 5 3a®> a3 2a 6a* b3
a

10 X2 16x3 3b 7h2 a2



33. Amely szamlalot vagy nevezot lehet, azt alakitsuk szorzattd, majd végezziik el a miveleteket:

a’+ab 2b X —ax a a—b a®—ab
b2 a? a? x2 4p3 ° 8b*

3x +12 xy —2y x% + xy y
xy x+4 X xy + y?

34. Végezzik el a miiveleteket, hozzuk a legegyszeriibb alakra:

16a 2ax 3bx az+0tb_ab+b2 x2—25.x2+5x

4a: : :
“h yz ay a b x?—3x x2-9

Emeletes tortek

2 @ e x3 4
35. Hozzuk a legegyszerlibb alakra: =, -, %, -2, LR T
n- g oz T 5 I
7 1 1.1 1.1 2
X 2 1 1 1 1 1 3
5—1 z el — Z_= 2
2 c I+ 1% x+1 xy x y ato
Vegyes feladatok algebrai tortekkel
36. Végezziik el a miiveleteket, hozzuk a legegyszerlibb alakra:
a’?—-b? 6a? - 6b? Ltrta?4 x3
3a+3b a?—2ab + b? XTI
2 N 3 ( a N 1) " 3a?
x—1 1-—x a+1 ' 1—qa?
1 12 a+5 9 4b 5
(a T 1) (a tot 1) a?-16 (1 N m) <2b+5 N 2) "4b2-25
37. Végezziik el a kdvetkezd miiveleteket:
a+3 n 5-a 2x+y = 3x-y 3a  4b 2a+1 | a-2 3a%-a
a-1 a x+y x—y a-b a+b a+1 a-1 az-1
x+3y 2x—-1 x-3 b+5 . _ i L . 1-2a
X+l x-1  x2-1 b2-16 (1 b+5) (3 + a—1) (3a—2 + 1)
x—1 1-x a’-9 5 x?—4 x-2
(2 + 3x—1) ' (7x—3 + 1) at+2 (1 N m) prewe il

2b+3/) " 2b+3 " 4c2-25 x2-2x " x%—4x2

(3 n 1‘6b). 5 ( 4c 2)_ 5 x2-25 x2+5x



(2 3—4x) x 9a-3b+5 15a+15b xX%2—-x-2 2x+2

2x+1/ " 2x+1 9a2-9p2 3 x242x+1  x-2

2ab—a? 6b+3a 5x%*-20y% 5x-10y (2 3)_41:2—9(12

4b2—q2 a 3x+6y = 9x a b/ ab
Hatvanyozas

38. Szamitsuk ki fejben:
24 25 26 27 28 33 34- 35 53 54 55 (_2)3 (_2)4— (_1)2 (_1)3 (_1)4

39. Szamitsuk ki fejben. Az eredmény egy hatvany legyen.
23 . 260 321 . 320 1040 . 1050 576: 570 1013: 109 22020: 220 (34—)5 (52)50

40. Végezzik el a miveleteket:
25 107  10*-107° 2%.27°

-5, -7 70, 2-71
2—4 3 3 10—8 108 26 . 210 3773
54-
5.0 (5797 (1) .11

41. Irjuk fel primszamok szorzataként:
103 103 - 15 63 - 142 8* .95 30%-6°-10 28%- 15562 - 352 253 -812

42. frjuk fel a kovetkezd szamok primtényezés felbontasat, majd a kapott szorzatot emeljiik négyzetre
a hatvanyozas egyik azonossaga felhasznalasaval. 875, 2625, 1560, 840, 1800, 7395

43. Keressiik meg az alkalmas k6z0s alapot, majd a hatvdnyozas azonossagai alapjan végezziik el a
9 7
miiveleteket: 27 - 162 976.81%  3275:87 i 27 (163)~4 - 12815

83414 8177

43. Végezzik el a kovetkezé miiveleteket szdmologép nélkiil:

34—0 1210 204

10 . £10
27745 338 412 44

(22)4 (52)2 218 . 215 (_1)8 (_1)2019

44. Végezzik el a kovetkezd miiveleteket:

10 12 7 10 7
x* - (=x)10 C;_Z ’;_4 % (a2)10 (x2y?)* % ((_—11))10
45. Melyik szam nagyobb? 637 vagy 1612 103° vagy 301°
46. Szamitsuk ki a kovetkezo hatvényozk értékét; )
I\ 2\ 2\~ 1 2 3 5 0,02
35T 2 10 7 (5) (5) (E) 017 3% 55§17 327 5O

47. Allapitsuk meg, hogy a két szam koziil melyik a nagyobb:
7 AN _ 1\73 1\73
svazy (5) 570 vagy 77 () veer (5)

() v ()



48. irjuk fel a kovetkez6 szamokat negativ kitevd alkalmazasaval:

1111101001000000132 72 ! ! 6
2 8 32 9 64 7 ' ’ 8 25 16 27 81 625 100

49. Milyen szamjegyre végzddnek? 260 34> 5200 7100 537237

50. Végezziik el az osztasokat szamologép nélkiil:

4 -2
g80: 70 374:373:35 67363 x7ix" % x710 ba’ b (77%)2:773
r . ’ 4 10 10 2 x12 —x7 Za(ix)7 leizo (_x)zo
51. Végezziik el a miiveleteket: x* - x a’:a pral . 0 Cob
x12 (_1)7 (55)7
(alo)z (x2y3)4 W (_1)10 23 . 27: 213 54: =
5
a’-a’:aq"° =2)

52. Szadmitsuk ki szamologép nélkiil:
30 +37° 472 4273 (52025)0 1+10°+10"t+ 102 33.373

53. Szamitsuk ki a hatvanyozés azonossagainak felhasznalasaval:

1002 10073
7 42 .(773)3 105 - 105 —— 2773.974%
(7757 (775 1000 10002
2773.975

81" 100%*: 105 - 1000~°

54. Alakitsuk szorzattd ugy, hogy az egyik tényezd egy hatvany legyen:

8% + 82 23 +5.23 3*—33 5% — 52453 10° + 10 - 108 3-7°+4-7°
55. Szamitsuk ki szdmoldgép nélkiil. Elég, ha a végeredmény egy hatvanymennyiség.

33+2-33 13-10%°—-8-10°+5-10° (28 +4%).5° 35.45 —6°-2°
56. frjuk fel olyan alakban a kovetkezd kifejezéseket, hogy ne legyen benniik tort:

a 2x 2xy? a’p~3 5a7%p71
b? a3 x~2y~1 ch~1 2a%b=?

57. Irjuk fel olyan alakban a kovetkez6 kifejezéseket, hogy ne legyen benniik negativ kitevo:
3x~5 0p=2  2y=3  5g=3p3 25213 a”l a? 3a’’ (a)_l < 1 >_1
o Y ¢ YT bz o \i2 x—1

58. Irjuk fel olyan alakban a kovetkez6 kifejezéseket, hogy ne legyen benniik negativ kitevé:

(x * 1)_ (@+bD@t=b)  (a'+bD(a+b)
x—1

59. Végezziik el a miiveleteket a hatvanyozés azonossagainak felhasznalasaval:



60. Végezziik el a miiveleteket a hatvanyozas azonossagainak felhasznalasaval:
(at+bp71)? (a?+bp1)? 4y D2 (x+y)?

(@ah?—a?b™):(a3-b73) (ab ™' —ah)(at-pH?

4)s (x3)° (b2)° bS5 (x)*(x5)°
(x4-)3 (b3)4—.(b2)2 (x3)3 .(x3)2

61. Hozzuk a legegyszeriibb alakra: (a”)3 - (a
62. Hanyadikra kell emelni 4*-t, hogy 88-t kapjunk?

Qe
-0

64. Szamitsuk ki szamologéppel: 83, 52 - 8%, 32.9%, 4%.3% — (53)2, (103 — 53)?, P

42

63. Hozzuk a legegyszerlibb alakra:

65. Végezziik el a szamitast hatvanyozas azonossagainak felhasznalasaval:

(), @35 @ 3% Gradt @), (()72125, (@2 (L)

66.
A 2-nek hanyadik hatvanyai a kovetkez8 szamok?
1% | 128
a) 10241024 b} 3% c)l=1 ; d) | — ‘
) ) ) 3 ) 123

Szamok normalalakja

67. irjuk fel normalalakban: 234 5400 0,123 0,0009 32-10* 1200-10° 0,88 10?2
720-107 0,314-107% 999-10"% 55888999 0,000000002 0,00004 - 102
123123 - 1023
68. Szamologép nélkiil szamoljuk ki, az eredményt normalalakban adjuk meg.

6-1073 2,1-10°
2-105 3.10-4

7-10%-8-103 1,9-10*-4-1072 (4-1073)2 (3-107%)3

5-10*+3-103

3,1-10734+4-10"* - 10,0015 2-1072+1,2-1073 — 1072

1,2-1073 -107*
' 0 +8-10 0,2 0.007

69. Végezziik el a miiveleteket.
1,6-1075-2,5-107 1,25-10%-3,2-103
1,2-107%-2,5-1072

2,5-10%-1,6-107%-5-10~*
5-105-1,6-107%-5-10 YRETIE




1,45-10*-2,1-1073 78-10—-2 -1,05-1073
54-1075 3,5:-1073-8,4-10"°

3-1072+4+4,1-1073 7,83-10% +3,91- 107

70. Irjuk le helyiértékes szamirassal a kovetkezd szamokat:
2,3-10* 0,712-1073 9876,2 - 107* 6,88 - 106

120240360 - 10~° 0,010203 - 101°

71. Egy ember 24 6ra alatt atlagosan 20 000 liter levegot 1élegez be. a) Hany liter levegdt 1élegez be
egy ember hetven év alatt? b) Milyen magas lenne ez a levegdoszlop, ha az alapteriilete 1 négyzet-
méter volna? Normalalakban adjuk meg az eredményt.

72. A fény terjedési sebessége 300 000 km/s. a) Mennyi id6 alatt teszi meg a fény a Nap és a Fold
kozotti 149,6 millié km tavolsagot? b) Hany méterre van a Foldtdl a Hold, ha onnan 1,28 sec alatt ér
a fény a Foldre? Normalalakban adjuk meg az eredményt.

73. A hozzank legkozelebbi csillag (a Nap utdn) a Proxima Centauri, amely t6liink 4,24 fényévre van.
a) Mennyi id6 alatt ér a fénye a Foldre? b) Hany méterre van t6liink ez a csillag? Normalalakban
adjuk meg az eredményt.

74. Mennyi az 1 g szénben lev 0sszes elektron tdmege? A szén molaris tomege 12 g/mol, 1 mol szén
6 - 1023 db atomot tartalmaz, és az elektron tomege 9,1 - 10~31kg, egy szénatomban hat elektron van.
Normadlalakban adjuk meg az eredményt.

75. Mennyi id6 alatt tesz meg a fény 1 mm-t, ha a sebessége 3 - 108m/s? Normalalakban adjuk meg
az eredményt.

76. Mennyi utat tesz meg a fény 45 perc alatt, ha a sebessége 3 - 108m/s? Normaélalakban adjuk meg
az eredményt.

77. A tapasztalat szerint egy cm? fiives teriileten koriilbeliil 12 fiiszal né. a) Hany fiiszal lehet egy
100 m hosszu és 73 m széles futballpalyan? b) Eurdpa teriilete 10 700 000 km?2. Héany futballpalya
férne el rajta? Az eredményeket normalalakban adjuk meg.

78. Ha harom hangya tomege 1 gramm, akkor hany tonna tomegli egy 20 millié6 hangyat tartalmazo
hangyabolynak? Normalalakban adjuk meg az eredményt.

79. Hany méterre van az Altair nevii fényes csillag, ha a fény 16,5 év alatt ér ide onnan? (A fényse-
besség 3 - 108m/s) Normalalakban adjuk meg az eredményt.

80. Tekintsiik a percenkénti pulzusszamot atlagosan 69,45-nak. a) Szamitsuk ki az egy nap alatti
szivdobbanasok szamat. b) Mennyi id6 alatt haladja meg a szivdobbanasok szdma az egymillidrdot?

81. Irjuk fel normalalakban a vilag népességét. 1900-ban 1 608 000 000 £, 1930-ban 2 milliard 70
millio f6, 1950-ban 2,5 milliard 17 millio, 1970-ban 3,635 milliard, 1980-ban 4 415 millio, 1990-ben
5 milliard 292 millio, 2019-ben 7 milliard 724 millio 52 ezer.

82. Hany négyzetméter teriiletli az a téglalap alaku foldteriilet, amelynek két oldalhossza 1200 méter,
illetve 2,5 km?



83. Végezziik el a kovetkezé miiveleteket. 1,9 - 102 + 3,6 - 102 — 2,5 - 102
10,01-10%—-2,81-10%+1,19-103 87-100*+98-10"*—-1,5-1073
19,63-107*+1,3-107°>+ 2,6 - 1073 (1,25-10%) - (8-107™%
(2,02 -10"1) - (3,3 - 105)

(48-1073):(2,4-10%)  (8,88-1072):(2,22-1072)

Exponencialis egyenletek

84. Oldjuk meg a kovetkezd exponencialis egyenleteket

1
3* =27 33% =27 10* = 0,001 4* = 1 4* = 32 24%76 = 64
3\ ¥4 1
Gy =1 7%=0 2=l g¥=128 3%6=729
1 X
5X — 3% (_) = 25x-1 4x = g2x-1
64
Vegyes feladatok

85. A sakk feltalalgja a gazdag kiralyt6l annyi buzaszemet kért jutalmul, amennyi a sakktabla utolsé
mezdjére jutna, ha az elsd mezdre 1 blizaszemet tenne €s minden tovabbira kétszer annyit, mint az
elézére. Szamoljunk azzal a kerekitéssel, hogy 21° = 1024 ~ 1000 = 103. a) Irjuk fel normalalak-
ban, hogy igy szdmolva a sakktabla 64-dik mezdjére hany buzaszem jutna? b) Egy bizaszem tomegét
vegyiik 0,03 grammnak. Normalalakban irjuk fel, hogy hdny tonna lenne a jutalmul kapott buza.

86. Gondoljunk egy pozitiv egész szdmra. Adjuk hozza a kivélasztott szamnal eggyel kisebb, illetve
eggyel nagyobb szdmot. Az eredményt emeljiik négyzetre, majd vonjuk le beldle a kivalasztott
szamnal kettdvel kisebb ¢és kettdvel nagyobb szamok szorzatat. A kapott szam negyedrészét. Ha meg
mondanank az igy kapott eredményt hogyan lehetne ebbdl kitalalni, hogy milyen szdmra gondoltunk?

87. Végezziik el a hatvanyozast, azaz bontsuk fel a zargjelet:
(a+b)3 (a—Db)3, (a+2b)3 (a-—2b)3

88. Alakitsuk szorzatta az x> + y3 kifejezést ugy, hogy az egyik tényez6 x + y legyen, azaz, irjuk
feligy: x3 +y3 = (x4 y) G v v o)

89. Alakitsuk szorzattd az x3 — y3 kifejezést ugy, hogy az egyik tényezd x — y legyen, azaz, irjuk
feligy: x3 —y3 = (x—9) (G vre e o)

91. Egy téglalap keriilete 74 cm. A téglalap minden oldalara kifelé négyzeteket rajzolunk. A négy
négyzet teriiletének 6sszege 1642 cm?. Mekkora a téglalap teriilete?



III. GEOMETRIA

Haromszogek

1. Hany olyan haromszog van, amelynek két oldala 6 és 10 cm, és tudjuk, hogy a harmadik oldal is
centiméterekben mérve egész szdm?

2. Egy egyenld szarti haromszog egyik kiilsé szoge 102°. Mekkorak lehetnek a haromszog szogei?

3. Mekkora az AB ¢és az AC szakaszok felezOpontjainak tavolsaga, ha a a) B pont az A és C pontok
kozott van; b) C pont az A és B pontok kozott van?

4. Egy deré¢kszogii haromszog egyik szoge 37°.
Mekkora részekre osztja az atfogoéhoz tartozo c
magassag a deré¢kszoget?

5. Az ABC szabélyos haromszog oldalai f6lé
kifel¢ négyzeteket rajzolunk. Szamitsuk ki az
XYZUVT hatszog bels szogeit.

6. Egy haromszog egyik belsd szoge 80°. Szamitsuk ki a mésik két belsd szog szogfelezd egyenesei-
nek hajlasszogét.

7. Egy haromszog két oldala 34 ¢s 28 cm. Milyen hatarok kozott valtozhat a haromszég harmadik
oldala és milyen hatarok kozott valtozhat a keriilete?

8. Szerkessziink szabalyos haromszoget, ha a beirt korének sugara 6 cm.

9. Egy haromszog két szoge 42° és 64°. Mekkora szoget zar be egymassal a harmadik csticshoz
tartoz6 magassag ¢s szogfelezd?

II.

10. Az ABCD négyzet sikjaban 1év0 E pont az A és B cslicsokkal szabalyos hdromszdget alkot.
Mekkora lehet a BEC sz6g?

11. Két egymastol 10 méterre all6 egyenes fa magassaga 7,
illetve 12 méter. Milyen tdvol van egymastol a két fa csticsa?

12. Mekkorak a derékszogli haromszog hegyesszdgei, ha az
abran lathat6 modon harom egyenlé szara haromszogre
tudjuk felbontani?

13. Adjuk meg annak az egyenld szarti haromszdgnek a teriiletét, amelynek széra b hosszlsagu,
szarszoge 120°.



14. a) Igazoljuk, hogy ha egy haromszogben a=22° és f=66°, akkor a haromszog kettdvaghato két
egyenld szara haromszdgre. b) Oldjuk meg a feladatot altalanosan f=3a esetén. (0° < a < 60°)

15. Egy ABC haromszog C cstcsabol huzott belso
szogfelez6jének a szemkozti oldallal bezart szoge .
Igazoljuk, hogy y = 90° — £,

16. Mekkora az abran megjeldlt o szog?

17. Az ABC egyenl6 oldalu haromszog oldalain gy tlztiik ki az X, Y, Z pontokat, hogy AX =BY =
CZ. Bizonyitsuk be, hogy az XYZ haromszog egyenld oldalu.

I1I.

18. Helyezziink el 7 pontot és 6 egyenest a sikon gy, hogy mindegyik egyenesen 3 pont legyen.

19. Bizonyitsuk be, hogy ha egy egyenes véges sok zart szakasza koziil barmely kettdnek van kozos
pontja, akkor 1étezik olyan pont, amelyik az 6sszes szakasznak pontja.

20. Hany olyan derékszdgli haromszog van, amelyben az oldalak mérdszama pozitiv egész szam, €s
az egyik befogo 15 egység?

21. Az ABC derékszogii haromszdgben C csucsnal derékszog van, AC = 18 cm és BC = 15 cm. A
haromszogben O egy olyan belsé pont, amelyre az OAB, OAC ¢és OBC haromszogek egyenld
teriiletiiek. a) Adjuk meg az O pont tavolsagat a befogoktol. b) Mekkora az 0C szakasz hossza? c)
Bizonyitsuk be, hogy 0A? + OB = 5 - OC2.

22. Egy hdromszogben a — f = 24°. Szamitsuk ki a C csucsbdl huizott magassag és belsd szogfelezd
hajlasszogeét.

Négyszogek
L.
23. Mekkorak lehetnek annak a deltoidnak a szogei, amelynek két szoge 40° és 102°?

24. Hany fokosak annak a rombusznak a szdgei, amelynek magassaga fele olyan hosszu, mint az
oldala?

25. Az ABCD négyzet BC oldaldnak B-hez kozelebbi harmadolopontja E, CD oldalanak felezépontja
F. Mekkora az AEF haromszog kertilete, tertilete, ha a négyzet oldala 12 cm?

26. Egy paralelogramma koré kor irhato. A paralelogramma szomszédos oldalainak hosszusaga 12,
illetve 5 cm. Mekkora sugarua kor irhato a paralelogramma koré?

27. Egy szép deltoid két szomszédos szoge 110° és 53°. Mekkorak lehetnek a hianyzé szogek?



I1.
28. Adott egy négyzet atlojanak és oldalanak kiilonbsége. Adjunk eljarast a négyzet szerkesztésére.

29. Egy konvex négyszog atléi merdlegesek egymasra. Mekkora a négyszog teriilete, ha atléinak
hossza e és f?

30. Egy deltoid 10 cm-es atlgja a 24 cm-es atlot 3 : 5 ardnyban osztja. Mekkorak a deltoid oldalai?
31. Igazoljuk, hogy minden trapézban a szaron fekvo két szog szogfelezdi merdlegesek egymasra.

32. A bal oldali &dbran lathat6 trapézban AD = BD, AB parhuzamos CD-vel, y = 110°, ¢ = 30°.
Szamitsuk ki a trapéz szogeit.

o Z C

A B A X B

33. Egy négyzet oldalait harom egyenlo részre osztottuk és a harmadolopontokat a jobb oldali dbran
lathatd6 modon dsszekotottiik. Igazoljuk, hogy az XYZU négyszog négyzet.

34. Egy négyzet 4tlojan levd P pont az atlo két végpontjatol 1, illetve 7 cm tavolsadgra van. Milyen
messze van a P pont a tobbi csucstol?

1.
35. Egy konvex négyszog két-két szemben levd oldaldnak felezOpontjait 6sszekotd szakaszok a
négyszoget négy négyszogre bontjak. Ezek koziil haromnak a teriilete 15, 20 és 25 cm2. Mekkora

lehet az eredeti konvex négyszog teriilete?

36. Konvex négyszog alaka kert mely belsé pontjabol vezet egyenes 6svény a kert négy sarkdhoz, ha
tudjuk, hogy az dsvények hosszanak az 6sszege a lehetd legkisebb?

37. Egy 18 cm oldalt négyzet oldalaira kifelé szabalyos haromszdgeket rajzolunk. Milyen négyszoget
alkotnak a haromszogeknek a négyzeten kiviil 1évd csticsai? Mekkora ennek a négyszognek a teriilete

és a kertlete?

38.a) A négyszdget atloi négy haromszogre bontjak. Bizonyitsuk be, hogy a haromszdgek koré irt
koroknek a kozéppontjai paralelogrammat alkotnak.

38.b) Bizonyitsuk be, hogy a paralelogramma atléinak négyzetosszege egyenld az oldalainak
négyzetosszegével.

Sokszogek
L.
39. Egy tizoldalu sokszog szdgei egyenldk. Szamitsuk ki, hany fokos a sokszog egyik szoge.

41. Toltstik ki a bal oldali tablazatot, amely konvex sokszdgek adatait tartalmazza.
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42. Toltstik ki a jobb oldali tablazatot, amely konvex sokszogek adatait tartalmazza.

43. Hany fokos szoget zarnak be egy szabalyos 6tszog egy csucsabol kiindulo 4tl6i?

44. Szerkessziink szabalyos hatszoget, ha adott a legrovidebb atlojanak hossza.

45. Az ABCDEF szabdlyos hatszdog oldala 12 cm. Az D

oldalakat meghosszabbitjuk ciklikusan az &bran lathatd w2 NS
moddon 12 cm-rel. Az igy kapott A'B'C'D'E'F' hatszognek .2 E DS

a) mekkordk a szogei?
b) mekkora a keriilete?
c) mekkora a teriilete?

46. Egy 2,4 m oldalu négyzet oldalait harom egyenld részre
osztottuk, majd az osztopontokat az abran lathat6 mddon
Osszekotottiik. Igy keletkezett az ABCDEFGH nyolcszog.

a) Hany fokosak a nyolcszog szdgei?
b) Szabalyos-e ez a nyolcszog?

c) Mekkora a nyolcszog kertilete?

d) Mekkora a nyolcszog teriilete?

47. Egy szabdlyos hatszdg oldalanak hossza 2 cm. a) Milyen hosszuak az egy csucsbol kiindulo6 atlok?
b) Mekkora a hajlasszoge az egy csucsbol kiindulé atloknak? c) Mekkora a hatszog teriilete?

48. Egy blibdjos szabalyos sokszdgnek 54 atloja van. Mekkora egy bels6 szoge?

49. Egy biiszke szabalyos sokszog egy belsd szoge 140°. Hany 4tl6 indul ki egy csticsbol?

50. Hany 4tlja van annak a konvex sokszognek, melynek belsd szogeinek dsszege 1980°7?
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51. Egy ABC egyenld szart haromszog alapja C

24 cm, magassaga 16 cm. Az AB alap F és G

harmadoldpontjaibdl bocsassunk

merdlegeseket a szarakra, ezek talppontjai

rendre E és D. Mekkora a CEFGD 6tszog D E
kertiilete és teriilete?

52. Bizonyitsuk be, hogy egy szabalyos kilencszog leghosszabb atldja az oldalanak és a legrovidebb
atlojanak az osszege.

A Thalész tétel

L.

53. Mekkora sugara kor irhato egy derékszogli haromszog koré, ha befogdinak hossza a) 8 cm és 24
cm; b) a és b?

54. Egy 8 cm sugaru kor kozéppontjatél 10 cm-re levd pontbdl szerkessziink érintét a korhoz.
Mekkora az érintészakasz hossza?

55. Szerkessziink egyenld szar(i haromszoget, ha adott az alapja és a beirt korének sugara.

56. Szerkessziink egyenld szart haromszdget tudvan, hogy az alapja 6 cm, a szarahoz tartozé6 magas-
saga 4 cm.

57. Szerkessziink derékszogli haromszoget, ha az atfogdja 9 cm, az atfogdhoz tartoz6 magassaga 5
cm.

II.

58. Az adott atfogdju derékszogli haromszogek koziil melyiknek a teriilete a legnagyobb?

59. Egy trapéz szarai 10 és 15 cm hossztiak. Mekkora a szarak felezOpontjait 6sszekotd szakasz
hossza, ha a szarak mint &tmérdk fol¢ irt Thalész-korok érintik egymast?

60. Vegylink fel egy nagy kort és benne két pontot, A-t és B-t. Szerkessziink téglalapot a kdvetkezd
feltételekkel: a) mind a négy csucsa a koron legyen, b) az A és a B pont a téglalap két szomszédos

oldaléra illeszkedjen.
(Segitség: szerkessziik meg el6szor azt a cstcsot, amelyben az A-n és B-n atmend oldalak 6sszefutnak.)

61. Huzzuk meg egy beszédes ABC haromszég harom magassagvonalat, a magassagpontot jeloljiik
M-mel. Most rajzoljuk meg az MC szakasz Thalész korét. Hol metszi ez a kor a haromszog AC ¢és
BC oldalat?

62. Bizonyitsuk be, hogy az ABC haromszdg AB oldalanak felez6pontja egyenld tdvolsagra van az A
illetve a B-csucsbol huzott magassagok talppontjaitdl.



63. Szerkessziink haromszoget, ha az egyik oldala 8 cm, a masik két oldalhoz tartoz6 magassaga 5,5
cm és 5 cm.

64. Vegylink fel egy A és egy B pontot, tovabba adjunk meg egy d hosszusagot. Szerkessziink egy
olyan A kozéppontu kort, amelyhez a B-bdl huzott érintészakasz hossza éppen az elore felvett d
hossziisaggal egyezik meg.

65. Egy derékszogli haromszog atfogodja 7 cm, az egyik befogdhoz tartozé stlyvonala 5,5 cm.
Szerkessziik meg a derékszogii haromszoget.

II1.

66. Az ABC haromszdgben a B csucsnal levo belso szog szogfelezdje az AC oldalt D pontban metszi.
Ugyanezen cstucsnal 1évé kiilsé szog szogfelezdje az AC oldal egyenesét E pontban metszi. DB
szakasz hossza 8 cm, BE szakasz hossza 6 cm. Mekkora a DBE haromszog a) koré irt korének sugara?
b) beirt korének sugara?

67. Rajzoljuk meg egy ABCD paralelogramma AB ¢és BC oldala mint atmér6 koré irt koroket. Ezen
korok B-t6l kiilonbozé metszéspontjat jeloljiikk M-mel. Bizonyitsuk be, hogy A, M és C egy egyenesen
van.

68. Rajzoljunk meg egy kort, és rajta kiviil szemeljlink ki egy pontot. Most inditsunk a pontb6l olyan
félegyeneseket, amelyek két helyen metszik a kort. Tekintsiik a kor htirjait, amelyek ezeken a félegye-

neseken vannak. Milyen alakzatot alkotnak ezen hurok felezépontjai?

69. Milyen alakzatot alkotnak egy kor egy pontjabol indul6 hirok felezépontjai?

Vegyes feladatok
II.

70. Az ABC haromszog B csucsan keresztiil huzzunk parhuzamost a C csticsndl 1évd belsd szog
szogfelezdjével. Ez az egyenes AC egyenesét D pontban metszi. Bizonyitsuk be, hogy DC = BC.

71. Adott hegyesszogli haromszdgbe szerkessziink félkort tigy, hogy kozéppontja a haromszog egy
adott oldalan legyen, és érintse a haromszog masik két oldalat.

72. Egy haromszog egyik szoge a) 480; b) a. Mekkora a masik két belsd szog szogfelezdinek
hajlasszoge?

73. Egy haromszog két szoge 480, illetve 740. Mekkordk a kiilsé szdgfelezok altal meghatarozott
haromszog belsd szogei?

74. Mutassuk meg, hogy a szabalyos haromszog koré irt kor sugara kétszerese a beirt kor sugaranak.

75. Egy egyenld szaru haromszdg magassaga 16 cm, szara 20 cm. a) Mekkora a haromszog alapja?
b) Mekkora a haromszdg szarhoz tartozd magassaga? c) Mekkora részekre osztja a szarat a szarhoz
tartoz6 magassag? d) Mekkora a haromszog beirt korének sugara? e) Mekkora a haromszog koré irt
korének sugara?



76. Adott egy egyenld szara haromszog. Szerkessziink egy olyan kort, amelyik a haromszég mindkét
szarat, valamint a beirt korét is érinti.

77. Egy szabalyos sokszognek 20 atloja van. Mekkora a szabalyos sokszog egy belsé szoge?

78. Egy szabalyos nyolcszog csucsai koziil hanyféleképpen valaszthatunk ki harmat, hogy azok
kiilonb6zo haromszoget alkossanak? Ezek kozott hany derékszoglh haromszog van?

79. Vegyiink fel egy nem egyenld szaru haromszoget €s betlizziik meg az oldalfelezé pontjait és az
egyik magassaganak a talppontjat. Lassuk be, hogy ennek a négy pont altal meghatarozott harom-
szognek a) van két parhuzamos oldala, b) van két szemkozti oldala.

80. Bizonyitsuk be, hogy barmely derékszogli haromszégben a derékszog szogfelezdje felezi az
atfogdhoz tartozd magassagvonal és az atfogdhoz tartozo stlyvonal altal bezart szoget.

III.

81. Az ABC haromszdgben AB = AC. A BC-re B-ben emelt merdleges az AB oldal felez6merdlegesét
M pontban, illetve a C cstucson athaladéo AB-vel parhuzamos egyenes az AC oldal felezOmerolegesét
N pontban metszi. Mekkorak az ABC haromszog szogei, ha MAN szég 120°-0s?

82. Bizonyitsuk be, hogy az ABCD paralelogrammanak az
ABC ¢és a BAD szogének szogfelezdi akkor és csak akkor
metszik egymast a CD oldalon, ha AB = 2BC.

83. Az abran lathaté nagy félkor sugara 8 cm. A félkor v
atmérdjére két 4 cm sugart félkort rajzoltunk. Szamitsuk

ki annak a kornek a sugardt, amelyik a nagy félkort

beliilrol, a két kisebb félkort kiviilrél érinti.

84. Egy egyenld szaru haromszog alapja 6 cm, széra 5 cm. a) Legalabb mekkora annak a korlapnak
a sugara, amellyel a haromszog lefedhet6? b) Milyen tavol van a csticsoktdl a beirt kor kdzéppontja?

85. Az ABC haromszog oldalait mekkora szakaszokra osztjak a beirt kor érintési pontjai, ha AB = c,
BC=a ¢s AC=b?

87. Mutassuk meg, hogy ha egy deré¢kszogili haromszog oldalai hosszanak mértékszama egész szam,
akkor a beirt kor sugaranak hossza is egész szam.

88. A 18 cm oldalu ABC szabalyos haromszog kozéppontja legyen O. Rajzoljuk be az OA, illetve az
OB szakaszok felezémerdlegesét. a) Mekkora részekre osztjdk ezek az egyenesek a haromszog
oldalait? b) Mekkora teriiletli részekre osztjak ezek az egyenesek a szabalyos haromszoget?

89. ABC haromszog A cstcsabdl kiindulé magassag talppontja E, a B csticsbdl kiindulé magassag
talppontja G, az AB oldal felezOpontja F. Szamitsuk ki az EFG haromszog szogeit, ha a haromszog A
csucsanal levo szoge 42°, a B csucsanal levo szoge 67°.

90. Két kiilonb6zo sugart kor kiviilrdl érinti egymast. Hizzuk meg az egyik kozds kiilso érintdjiiket.
Bizonyitsuk be, hogy az igy kapott érintési pontok és a két kor kozos pontja derékszogii haromszoget
hataroznak meg.



91. Egy folyo két partjan a folyotol messze van két falu. Hogyan épitsék meg az utat a hiddal egyiitt
a két falu kozott, hogy az ut a lehet6 legrovidebb legyen. A hidnak a partvonalra merélegesnek kell
lenni.

Egybevagosagi transzformaciok
Tengelyes tiikrozés
L.

92. Az alébbi allitasokrdl dontsiik el, hogy melyik igaz, melyik hamis.

a) Van olyan haromszog, amelynek pontosan két szimmetriatengelye van.

b) Van olyan haromszog, amelynek pontosan harom szimmetriatengelye van.

c¢) Van olyan haromszdg, amelynek haromnal tobb szimmetriatengelye van.

d) Van olyan sikidom, amelynek végtelen sok szimmetriatengelye van.

e) Minden rombusznak két szimmetriatengelye van.

f) Van olyan konkav négyszog, amely tengelyesen szimmetrikus.

g) Ha egy hdromszdgnek van két egyenld oldala, akkor tengelyesen szimmetrikus.
h) Ha egy haromszognek van két egyenld szoge, akkor tengelyesen szimmetrikus.
1) Ha egy négyszognek van két egyenld oldala, akkor tengelyesen szimmetrikus.

93. Adjunk szerkesztési eljarast rombusz szerkesztésére, ha adott az egyik atlojanak két végpontja,
valamint az egyik adott pontnal talalhat6 szoge.

II.

94. Az ABCD téglalapot tiikrozziik a BD atlojara. Milyen tulajdonsagi négyszoget hataroz meg az
eredeti és a tikkorképként kapott téglalap kozos része?

95. Az alabbi allitasokrol dontsiik el, hogy melyik igaz, melyik hamis.

a) Ha egy négyszognek van két egyenld szoge, akkor tengelyesen szimmetrikus.

b) A rombusz tengelyesen szimmetrikus.

c) Ha egy paralelogramma tengelyesen szimmetrikus, akkor rombusz.

d) A deltoid szimmetriatengelyére mindig a hosszabb atlo illeszkedik.

e) Ha egy sokszdg tengelyesen szimmetrikus, akkor szabalyos.

f) Ha egy sokszog szabalyos, akkor tengelyesen szimmetrikus.

g) Van olyan tengelyesen szimmetrikus négyszog, amelynek szimmetriatengelye a négyszognek

pontosan egy csucsan megy at.

h) A szabalyos soksz0g barmely szimmetriatengelye tartalmazza a sokszdg legalabb egy csucsat.
1) Minden szabalyos sokszognek van olyan atloja, amelynek egyenese szimmetriatengelye a sok-
szognek.

96. Vegylink fel két sz&p, egymast nem metszd kort, és egy t egyenest. Szerkessziink ligyesen egy
olyan egyenld oldalti haromszdget, amelyre a kovetkezOk teljesiilnek: a) t a szimmetriatengelye, b)

egyik csucsa az egyik koron van, ¢) a masik csticsa a masik koron van.
(Segitség: konnyitsiink a feladaton ugy, hogy elhagyunk egy feltételt, pl. az elsot.)

97. Egy egyenl6 szaru haromszog alapon fekvd szogei 30°-osak. A szarak felezdmerdlegesei az alapot
harom részre osztjak. Szamitsuk ki az egyes részek hosszat, ha a haromszog alapja 18 cm.
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98. Az ABCD téglalap alaku (jobb oldali) bilidrdasztalon két goly6 talalhato: P és Q. Adjunk
szerkesztési eljarast arra vonatkozoan, hogy milyen irdnyba kell ellokni a P golyot, ha azt akarjuk,
hogy (mas oldal érintése nélkiil) az AB oldalrodl visszapattanva éppen eltalalja a Q goly6t?

D C D C

A B A B

99. Az ABCD téglalap alaku (bal oldali) bilidrdasztalon két golyd talalhatd: P és Q. Adjunk
szerkesztési eljarast arra, hogy milyen iranyba kell ellokni a P golyot, ha azt akarjuk, hogy az elébb
az a) AB, majd az AD oldalt érintve; b) AB, majd a BC, CD, végiil a DA oldalt érintve eltalalja a Q
golyo6t?

100. Az ABCD téglalap A csucsanak a BD atl6 egyenesére vonatkozo6 tiikkorképét jeldlje F.
a) Bizonyitsuk be, hogy BF merdleges DF-re. b) Igazoljuk, hogy ha a téglalap nem négyzet, akkor a
B, F, C, D pontok valamilyen sorrendben szimmetrikus trapézt alkotnak.

101. Az ABC szabalyos haromszog AB oldalan tlizziink ki egy P pontot. Mutassuk meg, hogy ennek
a P pontnak az AC és BC oldalaktol mért tavolsagainak 6sszege a P pont helyzetétdl fliggetleniil
allando.

102. Egy szabélyos haromszog oldala 6 cm. A haromszog belsejében kijeldliink egy P pontot.
Mutassuk meg, hogy a P pontnak a hdromszdg oldalaitdl mért tavolsagdsszege a P pont helyzetétdl

fliggetlentil allando. Szamitsuk ki az 4llando értekét.

103. Az ABC haromszog koré irt kor kozéppontjat tiikrozziik a hdromszog oldalegyeneseire, igy P,
Q, R pontokat kapjuk. Bizonyitsuk be, hogy az ABC, valamint a PQR haromszogek egybevagok.

Koézéppontos tiikrozeés

L

104. Tiikrozziik egy trapéz egyik szaranak felezOpontjara. Milyen alakzatot hataroz meg a két trapéz
egyesitése?

105. Tiikrozziink egy konvex négyszoget, majd tiikrozziik egyik oldalanak felezépontjara. Szamitsuk
ki a két négyszog egyesitésébdl allo hatszog szdgeit, ha a kiindulasul vett négyszog szogei ismertek.
Bizonyitsuk be, hogy a szdban forgoé hatszog szemkdzti oldalai parhuzamosak.

106. Vegyiink fel két egyenld hosszusagl parhuzamos szakaszt. Szerkessziink olyan pontot, amelyre
vonatkoz6 kdzéppontos tiikrozés az egyik szakaszt a masikba viszi at.



II.

107. Az alabbi allitasokrol dontsiik el, hogy melyik igaz, melyik hamis.

a) Nincs kdzéppontosan szimmetrikus hdromszog.

b) A kozéppontosan szimmetrikus négyszogek mind konvexek.

c¢) Van olyan kdzéppontosan szimmetrikus négyszdg, amelyik konkav.

d) Ha egy négyszog kdzéppontosan szimmetrikus, akkor atloi egyenlok.

e) Ha egy négyszog atloi egyenldk, akkor a négyszog kozéppontosan szimmetrikus.

f) A kdzéppontosan szimmetrikus négyszog atloi felezik egymast.

g) A kozéppontosan szimmetrikus négyszdgben van két egyenld nagysagi szog.

h) Van olyan tengelyesen szimmetrikus sokszog, amelyik kozéppontosan is szimmetrikus.

108. Az abran egy négyzet két szemkdzti csucsat kotottilk 0ssze oldalfelezd pontokkal. Ezzel a
négyzetet haromszogekre és harom négyszogre bontottuk. Milyen szimmetriatulajdonsagokkal
rendelkeznek a keletkezd négyszogek? Milyen négyszogek keletkeznek?

109. Szerkessziik meg j6l az dbra szerinti e egyenesnek azt a pontjat, amelynek az O pontra vonatkozé
tiikkorképe az f egyenesre esik.

110. Dontsiik el, hogy melyik igaz, melyik hamis.

1) Ha egy sokszog tengelyesen €s kozéppontosan is szimmetrikus, akkor a szimmetriatengelye
tartalmazza a kozéppontos szimmetria kozéppontjat.

J) Ha egy négyszog tengelyesen és kdzéppontosan is szimmetrikus, akkor rombusz.

k) Nincs olyan trapéz, amelyik kdzéppontosan szimmetrikus.

1) Van olyan deltoid, amelyik kozéppontosan szimmetrikus.

m) Van olyan szimmetrikus sokszog, amelynek tobb kdzéppontja van.

n) Minden szabalyos sokszdg kozéppontosan szimmetrikus.

0) A paros oldalszdmu szabalyos sokszogek kozéppontosan szimmetrikusak.

111. Vegyiink fel egy k kort, egy azt nem metszd e egyenest, és a koron szemeljiink ki egy P pontot
az egyeneshez , kozel”. Szerkessziink egy AB szakaszt ezekkel a feltételekkel:

a) Az A pont legyen az e egyenesen, b) a B pont legyen a k kordn, ¢) az AB szakasz egyik bels6 pontja
legyen a P pont, 4. PA = PB legyen.

112. Vegyiink fel két metszd helyzetli kort. Adjunk szerkesztési eljarast olyan szeld szerkesztésére,
amely atmegy a korok egyik metszéspontjan, valamint a két korbe esé egy-egy szakasza egyenld
hosszusagu.



II1.

113. Egy szog szérai kozott tlizziink ki egy P pontot. Szerkessziink négyzetet, amelynek két atellenes
csucsa egy-egy szogszaron van, a kozéppontja pedig a P pont.

114. Vegylink fel két kiilonb6z6 sugart kort €s ,,kozottiik” egy P pontot. Szerkessziik meg az GL
szakaszt a kovetkezo feltételekkel: a) G pont az egyik koron legyen, b) L pont a masik koron legyen,
c¢) a GL szakasz egyik belsé pontja P legyen, d) GP = PL.

115. Vegyiink fel négy kort ugy, hogy ne metsszék egymast, és ,,kozottiik™ vegyiink fel egy K pontot.
Szerkessziink paralelogrammat, melynek K a kdzéppontja, négy csicsa egy-egy koron van.

Elforgatas
L.

116. Vegyiink fel két pontot a sikon (A és B), valamint egy e egyenest, amely a pontok egyikét sem
tartalmazza. Forgassuk el az A pont koriil az e egyenest ugy, hogy képe atmenjen a B ponton.

117. Vegyiik fel az A és B pontokat. Szerkessziink olyan pontot, amely koriil az A pont 90°-o0s
forgatassal a B pontba vihetd at.

118. Rajzoljunk meg két egyenld, de nem parhuzamos szakaszt. Adjunk nekik nevet. Szerkessziink
olyan pontot, amely koriil az egyik szakaszt elforgatva a masikba jutunk.

119. Doéntsiik el, hogy melyik igaz, melyik hamis.

a) Van olyan haromszog, amelyik forgasszimmetrikus.

b) Ha egy haromszdg forgasszimmetrikus, akkor egyenld szaru.

c) Ha egy sikidom forgédsszimmetrikus, akkor végtelen sok olyan szog adhatdé meg, amellyel az alak-
zat dnmagaba forgathato.

d) Ha egy sikidom forgéasszimmetrikus, akkor van olyan legkisebb pozitiv szog, amellyel az alakzat
a kozéppont koriil elforgatva 6nmagaba megy at.

e) Ha egy sokszog forgasszimmetrikus, akkor kozéppontosan szimmetrikus.

f) Ha egy sokszdg kozéppontosan szimmetrikus, akkor forgadsszimmetrikus is.

IIL.

120. Adott egy konvex szog, €s belsejében egy pont. Adjunk szerkesztési eljarast olyan szabalyos
haromszog szerkesztésére, amelynek egyik csticsa az adott pont, egy oldalanak két végpontja pedig
illeszkedik a szog egy-egy szarara.

121. Adjunk meg harom tetszdleges kort, amelyeknek nincs kdzos pontjuk és egyik sem tartalmazza
a masikat. Az egyiken szemeljlink ki egy E pontot. Szerkessziink olyan egyenld oldalu haromszdget,

amelynek egyik csucsa E, a masik a masik koron, a harmadik a harmadik koron van.
(Segitség: hagyjuk el azt a feltételt, hogy a harmadik csucs a harmadik koron van.)

122. Dontsiik el, hogy melyik igaz, melyik hamis.
a) Ha egy sokszog forgasszimmetrikus, akkor szabalyos.
b) Minden szabalyos sokszog forgasszimmetrikus.



¢) Van olyan szabalyos sokszog, amely 200-os forgatassal 6nmagéba viheto.

d) Ha egy sikidom 200-o0s forgatassal dnmagéba vihetd, akkor 30000-o0s forgatassal is dGnmagéaba
vihetd.

e) Ha egy sokszog forgasszimmetrikus, akkor minden szoge egyenlo.

f) Van olyan konkav négyszog, amely forgasszimmetrikus.

g) Van olyan konkav sokszdg, amely forgasszimmetrikus.

123. Vegyiink fel két egybevago egyenld oldalti haromszoget tigy, hogy az oldalaik ne legyenek par-
huzamosak. Szerkessziink egy olyan pontot, amely koriil az egyiket valamekkora szoggel elforgatva

a masikba jutunk.

I1I.

124. Az abrdn egy négyzet csucsait kotottik Ossze a négyzet bizonyos oldalainak
negyedelOpontjaival. Bizonyitsuk be, hogy a megjelolt szogek 0sszege 90°.

D C E D

A B A B

125. Egy szabdlyos hatszdg két csucsat az dbra szerint 6sszeko6tottiik bizonyos oldalfelezd pontjaival.
Bizonyitsuk be, hogy a besotétitett sikidomok teriilete megegyezik.

126. Az ABCD négyzet O kozéppontja egy masik négyzet R
csticsa, amelynek oldalai parhuzamosak az ABCD négyzet a
oldalaival. Ezt a négyzetet az O kdzéppont kériil 600-kal D a ¢
elforgatjuk, igy kapjuk az OPQR négyzetet. Mekkora az Q
ABCD ¢s az OPQR négyzetek kozos részének teriilete, ha
mindkét négyzet oldala a? a 0
607 g
A B P

127. Vegyiink fel harom koncentrikus kort, a kozépson tlizziink ki egy B pontot. Szerkessziink
szabalyos BCD haromszoget tigy, hogy C a kiils6, D a belsd korre illeszkedjen.

128. Vegyiink fel két koncentrikus kort és kozottiik tizzlink ki egy P pontot. Szerkessziink egy adott
hosszusagu fekete szakaszt, amelynek egyik végpontja az egyik korre, a masik a masik korre esik, és
amely fekete szakasz 4tmegy a P ponton.



Eltolas
L.

129. Vegylink fel egy haromszoget, valamint annak egy kiils6é pontjat. Toljuk el a haromszdget ugy,
hogy annak egyik csucsa az adott pontba keriiljon.

130. Ez harom feladat. A(3,1), B (—2,5), c(—4, —2). Toljuk el az ABC haromszoget az
a) (1, 3) vektorral;

b) (=2, 5) vektorral

¢) (—4, —3) vektorral.

[rjuk fel a képharomszog cstcsainak koordinatait.

IL.

131. Vegyiink fel két szép parhuzamos egyenest, és tlizziink ki kozottiik egy P pontot. Szerkessziink
egy egyenest, amelyre teljesiilnek: a) 4&tmegy a P ponton, b) a két parhuzamos koz¢é esd szakasza 4
cm.

132. Vegylink fel egy hegyesszoget. Szerkessziink egy 3,5 cm oldalai ABCD négyzetet tigy, hogy a
négyzet AB oldala az egyik sz0gszarra illeszkedjen €s a D csticsa pedig a masik szogszarra illeszked-
jen.

133. A(—1,-3),B (5,2),€(1,7). Toljuk el az ABC haromszoget a (2; 4) vektorral. A kapott
haromszoget azutan toljuk el a (—3, —2) vektorral; a képharomszdg csucsait jeldlje A”, B”, C”.

a) Irjuk fel a masodik eltolas utan kapott haromszog csticsainak koordinatait.

b) Mutassuk meg, hogy ha az ABC haromszogre a két eltoldst forditott sorrendben alkalmazzuk,
akkor is az A”B”C” haromszoget kapjuk eredményiil.

c) Bizonyitsuk be, hogy az ABC haromszog egyetlen eltoldssal atvihetd az A”B”C” haromszogbe, €s
adjuk meg az eltolds vektoranak koordinatait.

134. Vegyiink fel egy korcikket. Szerkessziik a korcikkbe egy olyan 3 cm hosszt szakaszt, amely
parhuzamos a korcikket hatarolo egyik sugarral, egyik végpontja a korcikk ivére, a masik végpontja
a korcikket hataroldé masik sugarra illeszkedik.

135. Vegyiink fel egy hegyesszoget és a szogtartomanyban két pontot (A, B). Szerkessziink parale-
logrammat, amelyre a kovetkezok teljesiilnek: a) két szomszédos csucsa A €s B, b) két tovabbi cstcsa
(C és D) pedig a szogszarakon vannak: C az egyiken, D a masikon.

III.

136. Egyenld szari haromszog alapjanak egy pontjan at huzzunk a szarakkal parhuzamosokat.
Bizonyitsuk be, hogy a parhuzamosokbdl a haromszdg oldalai altal kimetszett szakaszok hosszanak
Osszege nem fiigg a valasztott pont helyzetétdl. Mekkora a kimetszett szakaszok hosszanak 9sszege?

137. Adjunk szerkesztési eljarast trapéz szerkesztésére, ha adott sorrendben ismerjiik négy oldalanak
hosszat, valamint ismert, hogy az oldalak koziil melyek az alapok.



IV. ALGEBRA

Egyenletek, egyenlétlenségek

Oldjuk meg az egyenleteket, egyenldtlenségeket:

3x—2 3-2x 1 7x+6 2x—6 3x—8 2x+1
+ =- - =x 5+ =x -
6 4 3 9 15 5 3

2. (6x—5)(2x+5) + (4x —5)(1 —3x) =48 2x+7)?—4(x-3)(x+5) =4—x

3.3x+2)2+ (3—4x)?2 = (5x — 1)? (x—=7)2-B-2x)2=(6—x)% - (2x + 2)?
g 2t _x1_ Sx _2x_ 42 XT3 4 g o 327 x49
5 4 6 9 9 8 20 12
51— 2x-5 _ 3-x 7 — 2y — 1-3x —9_ 2x—1 2x—9-0,5-(2x-10) —0
6 4 7 3 x+4
6.1+ 2(x—2,5) _ 1 X x+1 = 2x + 5—-3x _x-3 14'5 _ 2(x+3) _ 3x 2(x=7)
x—3 x—3 2 8 5 2 33
7x_+1_ﬁ i—S—E 6x _ 3 3x+1_2x—3
‘x-5  x—6 x—2 T ox- 3x-2  2x-3 x—2 x+2
g — =22 x5 43 X _e_ 1
x—4 2x—8 x— x— x— x—6
- 3x—1 6x+4  3x—2 1-2 2-2
9. - +2X =6 AN x ——2 4=
3 5 9 5 4 3
- 2_
10. (x — 1)2 = (x + 2)2 — 10 AR 2 +X2 =1
4x 2 12x 12 xX+2
11. 3x% 4+ 6x = 8x% — 9x 5x2—8x+3(x+2)x=0 x(x + 3) = 4x — 6x?
12,2576 _ g _ 3x-19 NI X _ 8
5x—7 5x—7 xX—2 x—2 3 x—4 x—4
13, 256X _ 5 3xte e 410 __ 9
3—x x—3 x+7 \2 x+7 x—2 x+1 (x=2)(x+1)
14_L+x__4:2 ;x:8_|_L 20-1) A4
x+7 x-5 x-7 x=7 y—8 y—8
1s. 4—3x < 2x—1 _ 5x-2 5x—-1 _ 3x—-13 > 5x+1 3x-5 _ 2x—1 < -2
3 4 6 4 10 3 2 3
1
16_2(y_1)_1:i 2x _x-1_ 3 1_f;1:i10(x—5):3x—2:2
y—8 y—8 x-1 2x 2 37X x-1 x-2 xX—2
— 2_
17.2_x+2=3 2x+1 _ 4x°-1

x+3  x+1 x  2x%-x



18. Melyik raciondlis szamra gondoltunk? A gondolt szdm haromszorosanal eggyel nagyobb szamot
osszuk el a gondolt szdm haromszorosanal eggyel kisebb szammal. Az eredményhez adjuk hozza a
gondolt szam kétszeresének és a gondolt szamnal kettdvel nagyobb szamnak a hanyadosat. Igy
eredményiil harmat kapunk.

19.(x—6)(x+23)=(x+6)(x+23) (x+6)(x—23)=(x+6)(x—23)
(x+6)(6x—23)=(x+6)(x—23)

20.

3-2x=-7N=-4-5-2x)=3x+3;

2-(4x-3)-3-Bx-1D—-4-(x+1)=5

2x-4 x-4 x—4 x+2
+ =

] ]
T ANy TO | | = 2% - 3
2 A 3(’( ) 3 2 x+3 x+3
21.
x-=7 x+3>x+1
3'(X—4)—2'(3—4)C)>4—X 5 - 210
22.
a) x+3)-2x-1)=0; b) (x-1)-(x+2)<0;
c) Bx+7)-(x-5)<0; d) 2x—-4)-(5-x)<0;
e) (4x+13)-5x+1)>0; f)x+2)-x+3)-(x+4)>0;
g) Bx-7)-4-x)-5+x)<0; h) Bx+4)-2x+5)-(4x-3)-3x-5)=20
Tortes egyenlétlenségek
Oldjuk meg az egyenldtlenségeket:
23.22>0 <o g 1< By, XE
X x—1 2x—1 x+2 3—x 3+x
4.0 >0 M5y iy gEZ Xt oy 2o
2-3a 1-3x z—4 3x—-6 2x-3 3x+2
5. 2<o go 5o By Eyg Eyy
4-3z y—4 (x+3)2 4—x 2x+1 3x-2
26. 4x+6 <1 3-6x 5 2x+3 <2 2 < 3x+1 3(1-4a) > _9 3-5x -3
7x—2 2x+1 3x+2 2x—-5 2a+1 2x-5
27. 4x-7 <0 3x—4 > 4x+7 <0 2x-1 > 3 2x+3 < -2 4x-9 <1

0
x+3 2x+1 — 3x-2 x+7 x-5 2—3x



Paraméteres egyenletek
Oldjuk meg a paraméteres egyenleteket. Az egyenletekben x az ismeretlen, a tobbi betli a paramétert
jeloli.

28.
x —3a =10a 6x +4b = x + 14b ax=b>b 2(x —3a) = x+ 14b ax =4x+5

29.5x =a ax =8 44+ cx=3kx—-1) ax+5=x(4—a) 6(x+7)=3(t+x)

30.
10 — 2x = cx + 6x 103—x) =5t +7(t — x) 3+bx=2(x+4) px+5x=8—x

31. Oldjuk meg a valds szdmok halmazéan a kovetkezo egyenleteket, ahol a, b, ¢ és d valds paraméter.

a) ax = 3a; b) bx+ b =3; c) cx+4=2x;
d) ax—5a+3+4x=2a-1; e)dx—-1=d-x; i, (a—3)-x=a2—9;
g) b-2)-x=b%2-4b+4; h) cx—c?=-4x - 16; i) d>+d)y-x=d?+2d+1

32. Fejezziik ki az egyenletbdl az a-t: v = at + %tz

g
2

33. Fejezziik ki az egyenletbdl a g-t: s = = t?

. . . , mM
35. Fejezziik ki az egyenletbol az M-et: P = f - —
35. Oldjuk meg az egyenletet, amelyben p paraméter:

-1 x+1
pXx +2=2x+ P = = P = —1 (nagyon szép az eredménye)

Tortes egyenlotlenség és paraméteres egyenlet ugyanabban a feladatban

36. Oldjuk meg az egyenletet x-re, majd szamitsuk ki, hogy a t paraméter mely értékei esetén teljesiil,
hogy az egyenlet megoldasa (vagyis az x) pozitiv.
3(2—x) = 4(t— 2x) (3—x)t=8x

37. Oldjuk meg az egyenletet x-re, majd szamitsuk ki, hogy a c paraméter mely értékei esetén teljesiil,
hogy az egyenlet megoldasa (vagyis az x) negativ. (x + 6)c = 7x

38. Oldjuk meg az egyenletet x-re, majd szamitsuk ki, hogy a k paraméter mely értékei esetén teljesiil,
3x+1

x+1

hogy az egyenlet megoldésa (vagyis az x) negativ. k — 2 =

39. Az ,,a” illetve a t paraméter mely értékei esetén teljesiil, hogy az egyenlet megoldasa (vagyis az
X) pozitiv? (x+2)(a—1) =3ax 6(2+x) =tx

40. A p paraméter mely értékei esetén teljesiil, hogy az egyenlet megoldasa (vagyis az x) pozitiv?
2

=4 —
x—1 p



41. A p paraméter mely értékei esetén lesz az egyenlet gyoke (az x) pozitiv, negativ illetve 0?

3x-7p

3(x —p) = - +1 23+ x) =px

Masodfoku egyenletek
Teljes négyzetté kiegészités és a masodfoku egyenlet megoldoképlete

42. Alakitsuk at a masodfoku kifejezéseket teljes négyzetté:
x?—2x-3 a’+4a+6 a’?+6a+1 x2—8x+20 a’? —10a + 2

43. Alakitsuk at a masodfoku kifejezéseket teljes négyzetté:
x?—6x+4 x%+12x + 40 x?2—10x—1 3x% —18x + 12 —x2+8x—6

44. Abrazoljuk: y = x% — 4x + 4 y=x*—4x+7
45. Jellemezziik a kovetkezé fiiggvényt: y = (x + 1) + 2

46. Oldjuk meg teljes négyzetté kiegészitéssel a kovetkezd egyenleteket:
x2—4x+4=0 x*—-4x—-12=0 x?*—-4x-13=0

47. Mi a fiiggvény értékkészlete? y = x? + 2x + 2 y=—-x*4+2x—6

48. Oldjuk meg teljes négyzetté kiegészitéssel a kovetkezd egyenleteket:
x2—6x+8=0 x*+4x+12=0 x*+8x+12=0 x*+12x+27=0

49. Alakitsuk teljes négyzetté a kovetkezo kifejezéseket:

2x*+4x — 6 3x% — 5x — 2 4x* +x—3 2x*+3x—2
50. Alakitsuk teljes négyzetté a kovetkezo kifejezéseket: x? + 16x + 4 x%—20x + 7
2x% —8x + 13 3x2—12x+7 —x%—10x+ 2

51. Alakitsuk 4t a masodfoku kifejezéseket teljes négyzetté:
2x% — 16x + 26 —x?—6x+3 —x24+12x+1 3x% + 12x + 2

52. Abrazoljuk a kovetkezd fiiggvényeket: f(x) = x2 —8x + 18 f(x) = x% —2x + 3
f(x) =x%+10x + 24 f(x) =x%—10x + 25 f(x) =2x%+4x +3
53. Abrazoljuk a kovetkezo fiiggvényeket: f(x) = 2x? — 12x + 10 f(x)=—x?>+6x—5
f(x)=—x?—-10x—-21 f(x)=-3x2-12x—-9
54. Oldjuk meg teljes négyzetté kiegészitéssel a kovetkezd egyenleteket:
x2—6x+8=0 x?+4x+12=0 x*+8x+12=0 x?>+12x+27=0

55. Oldjuk meg teljes négyzetté kiegészitéssel a kovetkezd egyenleteket:
x?+12x+20=2x+11 x*+19x—-1=11x+8 x? —6x +51=10x + 12



Oldjuk meg a megoldoképlettel:

56.3x> —5x+53=2x>4+9x +5x>+3x—-4=0 x>’ +4x—-5=0 x?—-8x+15=0

57.x2—4x—-21=0 2x2—-5x—2=0 2x*—-20x+50=03x2-5x—12=0
58.3x2+11x+6=0 4x2 +15x —4 =0 13x2+11x+4=0
15x2+x—-6=0 —x?>+14x—49=0 —6x?2+5x+4=0 —12x>+x+35=0
2x24+4x—-6=0 3x*2-5x—2=0 4x2+x—-3=0 2x24+3x—2=0
4x*+x—-3=0 3x2+2x—-8=0 42 —4x —45=0

59. Hatarozzuk meg c értékét ugy, hogy az y = x? — 8x + cfiiggvény minimumértéke
a) 5 legyen, b) —10 legyen.

60. Hatarozzuk meg p és q értékét ugy, hogy azy = x? + px + gfiiggvény a) minimumhelye 3, mini-
mumértéke pedig —1 legyen, b) minimumhelye 0, minimumértéke pedig 5 legyen.

61. Oldjuk meg a megoldoképlettel:
3s2+4s+1=0 5x24+11x+8=0 n?=26-11n 5x2 —11x+8=0

62. Hol van széls6értékhelye és mennyi a szélséértéke? y = —x? + 8x

63. Abrazoljuk: y = 3x% — 12x + 15

64. Hol van maximuma és mennyi a maximumeértéke?
y=—-x4+10x y=2x*2—-10x—-22 y=-x?-8

Szoveges feladatok
Szamjegyek

65. Két szam koziil az egyik 20-szal nagyobb a masiknal. Ha a kisebb szdmot elosztjuk 7-tel, a
nagyobbat 5-tel, akkor az elsé hanyados 8-cal kisebb, mint a masodik. Melyik ez a két szdm?

66. Melyik az a négy egymast kdvetd egész szam, amelyek koziil az elsd és harmadik szorzata 27-tel
kevesebb, mint a masodik és a negyedik szorzata?

67. Egy kétjegyli szamban a tizesek szama 2-vel tobb, mint az egyesek szama. Ha a két szamjegy
kozé beiktatjuk a két szamjegy atlagat (azaz szamtani kozepét), akkor az eredeti szdm jegyeinek
felcserélésével keletkezd kétjegyli szam 18-szorosat kapjuk. Hatdrozzuk meg az eredeti kétjegyi
szamot.



Eletkor
68. Egy 28 éves apanak a fia 2 éves. Hany év mulva lesz az apa hdromszor annyi idds, mint a fia?

69. Péter édesapja 36 éves. Amikor Péter sziiletett, apja kétszer olyan idds volt, mint Péter most. Hany
éves Péter most?

70. Hany éves most az, aki 10 év mulva négyszer annyi id6s lesz, mint amennyi 20 évvel ezel6tt volt?

71. Andras igy adta meg az életkorat.” Harom év mulva feleannyi id6s leszek, mint amennyi Baldzs
hat évvel ezel6tt volt, amikor én harmadannyi éves voltam, mint amennyi Baldzs most.” Hany éves
Andras?

Mozgas

72. Két kerékparos egyszerre indul el egymassal szemben 130 km tavolsagbol. Az A-bdl induld 15
km/4, a B-bdl indul6 12 km/6 allando6 sebességgel halad. Az induldstdl szamitva hany 6ra mulva és
hol talalkoznak?

73. Két helység, A és B tavolsaga 15 km. Az A-bol elindul egy biciklista B felé 16 km/6 sebességgel
¢s ugyanekkor elindul B-bdl egy gyalogos A felé 5 km/6 sebességgel. Elindulasuk utan hany perccel
lesz a keré¢kparos fele akkora tavolsagra a B helységtol, mint a gyalogos az A helységtdl?

74. Az A helységbdl 8 orakor elindul egy aut6 a B helységbe 40 km/6 atlagsebességgel. Egy masik
jarmi 8 ora 45 perckor indul el B helységbdl A helységbe 60 km/¢ atlagsebességgel. Azonos
utvonalon mozognak és mindkét autd azonos idépontban érkezik célba tehat a B, illetve az A hely-
ségbe. Szamitsuk ki a két helység tavolsagat.

75. Milyen messze van a falu a varostdl, ha egy kerékparos az oda-vissza utat 5 ora alatt tette meg,
¢s a falubol a varosba 12 km/9, vissza pedig 10 km/6 egyenletes sebességgel haladt?

76. Kenuzasra indulunk egy folyon, amelyben a viz folyasi sebessége 2,5 km/6. A kenu sebessége
allovizben 7,5 km/6. A folyon lefelé indulunk ugy, hogy 3 6ra mulva vissza kell érni a kiindulasi
helyre. Hany km-re tavolodhatunk el?

77. Két siel6 ugyanazon a palyan siklik végig. Az elsd sebessége 2 km/6-val kisebb a masodik
sebességénél, ezért az utat 45 perccel hosszabb 1d6 alatt teszi meg, mint a masodik. Mekkora a siel6k
sebessége, ha a masodiknak az Gt megtételéhez 3 drara volt sziiksége?

78. Péter és Tamas versenyt futnak. Egy pillanatban Péter Tamas el6tt van d tdvolsagra. Péter sebes-
sége ekkor v, Tamasé 50%-kal nagyobb. Ezzel a sebességgel mennyi idé mulva éri utol Tamas Pétert?

Egyiittes munkavégzés

79. Egy munka elvégzéséhez az egyik munkasnak 12 napra, a masik munkasnak 10 napra van
sziiksége. Hany nap alatt végzik el a munkat egytitt?

80. Egy gazdasagban az aratast két géppel 6 nap alatt tudjak elvégezni. Ha a két aratogép egyiittes
munkdjaval az aratas felét elvégzik és akkor az egyik gép kivalik, akkor egyediil a tovabb dolgozé
gépnek még 4,5 nap kell a munka befejezéséhez. Hany nap alatt végezne az aratassal kiilon-kiilon
mindegyik aratogép?



81. Harom munkacsoport kiilon-kiilon 6t, négy €s fél, négy nap alatt végezne el egy munkat. Mennyi
1d6 alatt késziilnek el, ha az els6 csoport csak fele 1étszammal vesz részt a munkaban?

Oldat
82. 1500 g 18%-o0s s6oldatbol hdny gramm vizet kell elparologtatni, hogy az oldat 25%-os legyen?

83. Van 10 kg 60%-o0s alkoholunk ¢és helyette ugyanennyi 70%-o0s alkoholra lenne sziikségiink. A
60%-o0s alkoholbol mennyi kellene 95%-os alkohollal kicserélni, hogy a kivant 70%-os keveréket
eldallitsuk?

84. Egy medencét harom csovon keresztiil toltenek fel vizzel. Egyediil a csovek rendre 20, 30, 40
perc alatt tolten¢k fel a medencét. Egyszerre megnyitjuk 6ket, majd egy id6 utdn az elsé kettdt
elzarjuk. Ezutan még egy perc kell ahhoz, hogy tele legyen a medence. Mennyi ideig voltak nyitva a
csovek?

Vegyes szoveges feladatok

85. Egy kartyajatékos elvesziti pénzének felét, majd nyer 50 forintot. Azutan elvesziti a most meglévo
pénzének egydtod részét, majd nyer 40 forintot. Ezutan elvesziti a meglévd pénze egyhatod részét, és
nyer 50 forintot. Ekkor 350 forintja van. Mennyi pénzzel {ilt le kartyazni?

86. Két szam 6sszege 100. Az egyik szamm15%-a 13-mal kisebb, mint a masik szam 25%-a. Melyik
ez a két szam?

87. Melyik az a szdz egymast kdvetd paros szam, amelyek 6sszegébdl levonva a koztiik levd paratlan
szamok 0sszegét, 99-et kapunk?

88. Egy olyan 1étrat készitiink, amelynek 6t foka van. A fokokra 2,5 hosszu 1éc all rendelkezésre,
hogy ezt feldaraboljuk. A legalsé fok 80 cm és felfelé haladva a fokok mindig ugyanannyival
rovidiilnek. Szamitsuk ki az egyes fokok hosszat.

89. Egy piaci arus kosaraban almak vannak. Az elsd megveszi az alma felét és még egyet. A masodik
megveszi a maradék felét és még egyet. A harmadik megveszi a maradék felét és még egyet. Ekkor
a kosarban 2 alma maradt. Mennyi volt eredetileg benne?

90. Egy konvex sokszognek 25-tel kevesebb atloja van, mint a néla kettével nagyobb oldalszamu
konvex sokszognek. Hany oldalu a két sokszog?

91. Egy taska arat 20%-kal csokkentették, majd 18%-kal felemelték, igy az ar 3 776 Ft lett. Mennyi
volt a taska eredeti ara?

92. Andi és Bandi reklamanyagok kézbesitését végzi. Andi egyediil 8 6ra, Bandi 12 6ra alatt tudna
elvégezni a munkat.

a) Ha délutan 15 6rakor egyiitt kezdik a munkat, mikor fejezik be?

b) Mikor végeznek, ha Andi 15 érakor kezd, de Bandi csak 17 érakor csatlakozik hozz4?

c¢) Mikor lesz készen Bandi a munkaval, ha 15 orakor egylitt kezdenek, de Andi csak harom o6rat tud
dolgozni?



93. Anita ¢s Timea baratnok, egymastol 6 km-re laknak. Ha meg akarjak egymast latogatni, az tt
gyalog mindkettdjliiknek 1 orat vesz igénybe, ha kerékparral mennek, akkor 20 perc alatt érnek a
masik lakasahoz.

a) Egy alkalommal mindketten 6 o6rakor indultak el egyméshoz ugyanazon az utvonalon, Anita
gyalog, Timea pedig kerékparral. Hany 6rakor taldlkoztak?

b) Egy masik alkalommal Timea 7 6rakor gyalog indult Anitdhoz, aki 7 éra 10 perckor kerékparral
indult a baratndje elé. Mikor talalkoztak?

c) Egy napon 8 orakor mindketten elindultak egymashoz, Anita gyalog, Timea pedig kerékparral.
Timea valamit otthon felejtett, ezért az elindulds utan 5 perccel visszafordult és hazament. Ott toltott
5 percet, majd Gjra elindult Anitdhoz. Ezen a napon hany 6rakor talalkoztak?

Egyenletrendszerek
Oldjuk meg az egyenletrendszereket:

94 2x+y=11} x+5y=7} x—3y=4 } 4x+3y=6}
‘3x—y=9 x—3y=-1 S5x+3y=-1 2x+y=4
95 3x—3y=12} 9x—2y=—11} 3x—2y=—3} 4x+3y=4}
"2x+3y=3 3x +2y =-1 2x +2y =4 2x+3y =25

96 3x=5+4y} 8x—17,5+3y=0} 7y—31=—5x} 2x+3y=10}
"2x—8=-2y) 8y=3x-2 7x — 5y =—1 2y — 13 = —=3x
97 2x+y=4} 2x+3y=4} 2x+y=7,2} 5x+3y=14}
‘3x—y=6 3x+y=6 3x—y=0,8 2x+3y =7
x+y
5x+4y=6} — tx=15 17x+18y=342} 7x—y=0 }
2x+3y =1 y+2XZ =6 34x + 36y = 680) 14x —2y =5
98.
+
4x +y =45 }%""C:lS 7x —y =20 } 5x+3y=14}
5x —(y—x) =30 y+u=6 14x — 2y =5 2x +3y =7
5
x+13y =8 }
2x + 26y = 16
99 x+2y=1 } 3x+1)=3(y—-1)+ 14 }
" 2(x+2y)—-3(3B+3y)=5 4x —(2x+y—-1)=2(y—x)+8

100. Egy tanuld azt mondta a baratjanak: ,,Adj nekem 5 narancsot, akkor éppen kétszer annyi
narancsom lesz, mint neked.” O ezt valaszolta: ,,Inkabb te adj nekem harom narancsot, akkor ugyan-
annyi narancsunk lesz.” Hany narancsuk van kiilon-kiilon?

101. Ha a jobb zsebembdl 8 papirzsebkend6t atteszek a bal zsebembe, akkor ott haromszor annyi
papir zsebkendod lesz, mint a jobb zsebemben. Ha viszont a bal zsebembdl teszek hét papirzsebkendot
a jobb zsebembe, akkor ott lesz kétszer annyi zsebkendém, mint a balban. Hany papir zsebkendd van
egy-egy zsebemben?



Oldjuk meg az egyenletrendszereket 0j ismeretlen bevezetésével:

§+§=3 §+§=1 ﬁ+ﬁ=15
102.
1_2_4 3_%_ 2+ _5 _g
X y X y x—1 y-3
1,13 1_8_g x+2=15 20 g
1037 73 5 4 25 s
———== -+-=>51 2x —— =123 —+—=2
x y 6 x y y x-=5  y+2
x+y—z=0
104. Oldjuk meg a haromismeretlenes egyenletrendszereket: xX—y+z=2
—x+y+z=4
xX+y=2
x+z=9
x+z=13
Oldjuk meg az egyenletrendszereket:
3x-=y .y
105, @@ +5) =(x+ Dy +8) | A
"2x-3)G5y+7)=205x—-6)(y+1) xT—5+%3=_1
x+2y+1 x—2y+1_0
3 2 B }
7x — 2y =27
x—3y 5x+y
2_22 - 2x+y) +4(x —y) =3 ——-=-=16
106. 3 s 3
5a—6b = 15 3(x+y) +6(x—y) =45 Y x4y +12

8

107. Két munkas koziil az egyik 5 ordig, a masik 3 oraig dolgozik, és ekkor egyiitt 28000 forintot
keresnek. Ha a masik dolgozik 5 6réig, és az elsd 3 o6raig, akkor egyiitt 4000 forinttal keresnek
kevesebbet. Mennyi a két munkat drabére kiilon-kiilon?

108. Két gyalogos egymastol 540 m tavolsagban van. Ha szembe mennek, akkor 3 perc mulva talal-
koznak. Ha egy irdnyban haladnak, akkor a masik 27 perc mulva éri utol az els6 gyalogost. Egyenletes
mozgast feltételezve, hany méter utat tesznek meg kiilon-kiilon percenként, azaz mennyi a
sebességiik?

109. Ha egy tort szamlalojabol és nevezdjébdl is egyet kivonunk, akkor egykettedet kapunk. Ha pedig
az eredeti tort szamlaldjahoz és nevezdjéhez is egyet adunk, akkor kétharmad adédik. Melyik ez a
tort?
110 2x+5y=25} 4x—3y=—4} 7x—3y=15}
" 4x+3y=15 6x + 5y = -7 5x + 6y =27

111. Egy haromszog két-két oldaldnak hosszat dsszeadva 25, 33, 28 cm-t kapunk. Szdmitsuk ki a
haromszog kertiletének és oldalainak a hosszat.



112. Az A ¢és a B helységek tavolsaga 20 km. A-bol elindul egy kerékparos B felé, és ugyanakkor
indul el egy auté B-bdl A felé. Husz perc mulva taldlkoznak, majd egyenletes sebességgel folytatva
az utat Ujabb 40 perc elteltével egyenld tavol lesznek az A helységtol tgy, hogy az auto tilhaladt az
A helységen. Mekkora a kerékparos és az autd sebessége?

113. Két egér futkos egy kor keriiletén. Ha egy irdnyban futnak, akkor 12 percenként, ha ellentétes
iranyban futnak, akkor 3 percenként talalkoznak. Mennyi id6 alatt futja be az egyik és a masik pont

a kor kertiletét?

114. Oldjuk meg az egyenletrendszereket.

15 7 3 2 1 x+2y+3 7 9 5
———:9 —_—t —=- _—— - -+ =
x y 5x 3y 3 2x—-3y+4 x 2y+1

4 9 7 5 1 6x—5y+4 11 7 3
=+4-=35 — === T - =—

x y 10x 6y 15 3x-2y+1 5 x 2y+1

115. Egy 60 km/6 egyenletes sebességgel haladd jarmii 8 6ra 40 perckor érkezik a céljahoz, mig egy
40 km/6 sebességgel haladd mésik jarmii ugyanazon az utvonalon 9 o6ra 5 perckor fut be a kdzos
célba. Hany kilométerrel a kozds cél elott eldzte meg a személyauto a teherautot?

116. Két szam szamtani kozepe 111, a két szdm hanyadosa 11. Melyik ez a két szam?

117. Két szam 6sszege 561. Ha az egyik szamot 6-tal osztjuk, akkor a hdnyados a masik szdm ¢s a
maradék 1. Melyik ez a két szdm?

118. Egy vadasz nyulakat és foglyokat ejtett foglyul. Az elejtett llatoknak 17 fejiik és 54 labuk volt.
Hany nytl és hany fogoly van a fogolytaborban?

Vegyes feladatok

119. Oldjuk meg az egyenletet x-re, majd szdmitsuk ki, hogy a p paraméter mely értékei esetén

teljestil, hogy az egyenlet megoldasa (vagyis az x) negativ. 2 + p = Z—_i

120. Oldjuk meg az egyenletet x-re, majd szdmitsuk ki, hogy a p paraméter mely értékei esetén
3—ax—a xX—2—a

teljesiil, hogy az egyenlet megoldéasa egynél nagyobb. . .

121. Két didk Tatabanyarol egyszerre indul el Si6fokra. Mivel kiilonb6z6 jarmiivel vették fel a didko-
kat, az egyik 4 ora alatt, a masik, aki oranként atlagosan 5 km-rel kevesebbet tett meg, egy oraval
késobb ér Siofokra. Mekkora a diakok atlagsebessége? Milyen messze van Siéfok Tatabanyatol?

2x-1 x+1
5 6

122. Oldjuk meg az egyenldtlenséget: %x -1<

123. Bontsuk szét a 72-t négy részre ugy, hogy ha az elsé részhez 6tot adunk, a masodik részbdl 6tot
kivonunk, a harmadik részt ottel megszorozzuk, a negyedik részt ottel elosztjuk, akkor mindig
ugyanazt a szamot kapjuk. Melyik ez a négy szam?



124. Oldjuk meg az egyenldtlenségeket: % >0 2;;3 >0 ?;Sf <
x+3>0 x—5< 4x—3>
x—4 xX—2" 3x+1"
11x—7<0 2x+3>2 (x+4)(2x—3)<0
S5x — 17 x—1 "~ x—2 -

125. Egy vasuti kocsiban haromszor annyi férfi utazik, mint né. Az egyik adllomason négy férfi a
feleségével leszall. Ekkor négyszer annyi férfi maradt a kocsiban, mint nd. Eredetileg hdnyan utaztak
a kocsiban?

7x-3 8x—3 3x—4 _

<1 =
5x—1 6x—3 4x-5

126. Oldjuk meg: Z—j > 1

127. Egy folyami hajo 100 km-t haladt a folyon felfelé és 64 km-t lefelé 0sszesen 9 ora alatt. Més
alkalommal 9 6ra alatt 80 km-t ment felfelé és ugyanennyit lefelé. Egyenletes mozgast feltételezve
mennyi a hajo sebessége allovizben és mekkora a folyd sebessége?

128. Egy turista minden nap elkélti a pénzének a felét és még 1000 forintot. igy a pénze harom nap
alatt elfogy. Mennyi pénze volt eredetileg?

129. Egy iskolaban a fiuk és a lanyok létszama Osszesen 1400. Egy alkalommal a fiok 18%-a és a
lanyok 22%-a lett kitlind. Igy az dsszes didk 21%-a lett kitlind. Hany fiu és hany lany jar ebben az
iskolaba?

130. Egy téglalap kertiilete k méter. Az egyik oldala d méterrel hosszabb, mint a mésik. Mekkordk a
téglalap oldalai? Ki kell tehat fejezni a téglalap oldalait k-val és d-vel.

102. Oldjuk meg az egyenletrendszereket:
x+y+z+u=4500

3x+5y x—y__z f_y_—!-l _
4 3 6 3 2 x+400=y
y—2x+3y—x:_£ 3x—1=—y+ﬂ x+200—52
7 2 7 3 x+200 =
»1_1
131 12x+16y+1=0} 21x—9y+3=0} 2(x+y)+4(x—y)=3} y-1_ 5
"15x + 20y +10=0) 4x—-5y+17=0) 3(x+y)+6(x—y)=4,5 xt+4 _ 2
y+4 5
x+2y=09 x_w_1
132., ;5 2 3 3 } B i1=0 x+—=1+—
ST 3 73 11x + 2y = -1 x=3 x-1 x-1

133. Egy osztaly torténelem dolgozat osztalyzatai igy alakultak: az osztdly egyharmada négyes,
kétszer annyi harmas lett, mint kettes, €s masfélszer annyi 6tds, mint harmas. Két egyes sziiletett. Igy
Osszesen az osztaly egyhatoda irt harmasnal rosszabb dolgozatot. Hany f0s az osztaly?

134. Ha egy téglalap c oldalat 9 cm-rel megnoveljiik, a d oldalat 3 cm-rel csokkentjiik, akkor a teriilete
nem valtozik. Akkor sem valtozik, ha a c oldalt 5 cm-rel csokkentjiik, a d-t 4 cm-rel noveljik.
Mekkora az eredeti téglalap két oldala?



135. Egy kis pangyi és egy kis murtyi egy kor alaku oazis koriil keringenek. Ha szemben haladnak,
akkor 10 percenként, ha egy iranyban, akkor 20 percenként ha taldlkoznak. Mennyi id6 alatt tesz meg
egy kort a kis pangyi €s a kis murtyi?

x—4y+z=6
136. Oldjuk meg: 2x —y +4z =27
x—y—z=1

137. Egy 0szvér és egy szamar tobb mazsas terhet cipelt. A szamar sokallta a magéét, és igy szolt az
Oszvérhez: ha atvennék a terhedbdl egy mazsat, az enyém kétszer olyan nehéz lenne, mint a tiéd. Az
Oszvér igy felelt: az am, de ha te adnal at nekem egy mazsat a tiédbdl, akkor én mar haromszor annyi
sulyt cipelnék, mint te. Hany mézsat cipelt az egyik, hanyat a masik?

Nehezebb feladatok

138. Két 50-nél kisebb pozitiv egész szam Gsszege tizszer akkora, mint a kiilonbsége. Mi lehet ez a
két szam?

139.
Igazoljuk, hogy ha x #0 és y # 0, akkor

x2 y2 Xy
4-['—,,+'—,]— 12 -['—+'—)+ 17
s ol o y X

minden x, y € R esetén nemnegativ.

140.

Oldjuk meg a valds szdmok halmazan a kovetkez6 egyenleteket:

a) (x-12+x+2)>2=0; b) x-2%+|x+y-3|=0;
c) Jax -y +(x +6)2=0; d) |3x-5|+|2x-y+1|=0
e) |7y +5|+[3x-2y+1|=0; f) J2x -6 +|x+y+5|=0.

141. Szorzatta alakitassal oldjuk meg az egész szamok halmazan a kovetkezd egyenleteket:
4xy + 6x — 6y = 10 6xy + 15x — 4y = 21

142. Egy konyv 365 érdekes torténetet tartalmaz, az év minden napjara egyet. Gergd év elején
elkezdte olvasni a konyvet, minden nap elolvasott legalabb egy torténetet, de eléfordult néha, hogy
egy nap 4, maskor 5 torténetet is elolvasott. Még 41 nap volt hatra az évbdl, amikor kiolvasta a
konyvet. Hany nap fordult el6, hogy 4, illetve 5 torténetet olvasott el?

143.
Oldjuk meg a valds szdmok halmazan a kovetkez6 egyenlGtlenségeket:
3 7 x+2 _x-1 2x+3 _2x -5

< . b) < : c)
x+2 x-5 x—-2 x+3 x—3 x—1

a)



144.
Legyen x>0, y>0 és x + y = 1. Igazoljuk, hogy

(e

egyenlGtlenség megolddshalmaza legyen H.

145.
3x+ 1 . 3x+2

2% -3 2+5

a) Van-e a H halmaznak legnagyobb, illetve legkisebb eleme?

b) Hany olyan természetes szam van, amely eleme H-nak?

c) Adjuk meg H-nak kétolyan A és B részhalmazit, amelyekre igaz, hogy
ANB=J é AUB=H.

146.
Oldjuk meg a valés szdmok halmazdn a kdvetkezd egyenleteket, ahol a valds paraméter.

a)a-(x+6-a)=3-(x+3);
b) 2a-(x-2a)=4-(x-4);
¢) @-3)(x—-dH-2x+1)-2-a)=a?>-x-3-(a-2);

PRI
3 2

L;

147.
Ha a liter p%-os és b liter g%-os alkohololdatot 6sszedntiink, hany %-os oldatot kapunk?

148. Oldjuk meg a racionalis szamok halmazan, ha a, b és ¢ paraméterek egész szamok:

2bx+ax=x(a+b)+a+cx

_ 2
149. Oldjuk meg a valds szdmok halmazan: X207

X+p x
p2—x2  p-x p+x’

ha a p paraméter valds szam.
A p paraméter mely értékeire lesz az egyenletnek végtelen sok megoldasa?

x=9 _ a

150. Oldjuk meg x-re az egyenletet. z—:i +

a+x aZ—x2

151. Hogyan valasszuk meg a p paraméter értékét, hogy az egyenletnek minden valos szdm megol-
dasa legyen? Azaz mely p esetén teljesiil, hogy x barmilyen értéke esetén az egyenldség fennall?

52p+x)—2(6—x)=7(x—4)

152. Oldjuk meg a pozitiv egészek halmazan:
3x+7y =13 14x — 5y =19 6x +7y =22 17x + 10y = 384



153. Egy tanuld azt allitja, hogy dédapja sziiletési évszamanak hétszerese 13-mal osztva 11-et,
tizenharomszorosa 11-gyel osztva hetet ad maradékul. Mikor sziiletett a dédapa?

154. Ha egy kétjegyli szdm kétszeresébdl egy levonunk, akkor az eredeti szam szamjegyeit kapjuk
meg forditott sorrendben. Melyik ez a szam?

155. Egy haromjegyli szam szamjegyeinek az dsszege 20. Ha a szambol tizenhatot levonunk, az igy
nyert kiilonbség fele olyan haromjegyli szam, amelynek szamjegyei forditott sorrendben

megegyeznek az eredeti szdm szdmjegyeivel. Melyik ez a szdm?

156. Oldjuk meg az egyenletrendszereket.

51 2 _1 27 432 x+y—z=11 2x+y—2z=3
x 3y 3 2x-y x+3y _ _

7 s _ 1 a5 s x—y+z=1 x—y+2z=-1
10x 6y 15 2x—y T x+3y y+z—x=5 3x+2y+z=2

157. Egy sakkversenyen minden versenyz0 egyszer jatszik mindenkivel. A masodik fordul6 utan az
egyik versenyzd betegség miatt kénytelen feladni a versenyt, igy Osszesen 15-tel kevesebb
mérkdzésre keriil sor, mint tervezték. Hany versenyzd nevezett eredetileg a versenyre?

158. Melyik az az abcd négyjegyti szam, amelyre abcd + abc + ab + @ = 2025 ?

159. Egy kerékparos kirandul6 tarsasag Tihanybol Keszthelyre, majd ugyanazon az tton vissza
tarazott a Balaton-felvidéken. Hegynek felfelé 15 km-t, lejton lefelé 30 km-t, vizszintes talajon 20
km-t haladtak 6ranként. Reggel 7-kor indultak és délutan 7 orara érkeztek vissza. Csak Keszthelyen
tartottak egy 6rds pihendt. Milyen hosszu utat jartak be ezen a napon?

160. Egy haromjegyli szdm szamjegyeinek az 6sszege 20. Ha a szdmbol 16-ot levonunk, az igy nyert
kiilonbség fele olyan haromjegyii szam, amelynek szdmjegyei forditott sorrendben megegyeznek az
eredeti szdm szamjegyeivel. Melyik ez a szdm?

x+ 3y =12 }

161. Milyen egész értékeket vehet fel az m paraméter, ha tudjuk, hogy az 21x + 62y = m

egyenletrendszer megolddsaként ad6do valds szamok nemnegativak?

162. Péter kétszer olyan idds, mint amennyi idds Pal volt akkor, amikor Péter olyan idds volt, mind
Pal most. Amikor P4l annyi idds lesz, mint Péter most, akkor Pal éppen négyszer annyi idds lesz,
mint Péter 12 évvel ezeldtt volt. Hany évesek most?

163. Oldjuk meg x-re a paraméteres egyenletet:

b b

xn_ o= 2xm (x+1(a+b)(x—1)(a—b) x(g_‘):a(__%)




V. FUGGVENYEK

Ismétlo feladatok

1. Abrazoljuk a kovetkezé fiiggvényeket:

f(x)=2x-3 gx)=-3x+1 h(x)=§x+4 i(x):—gx—3 j(x)z%x—é}

2. Mely pontokban metszik a kovetkezo fiiggvények az x €s az y tengelyt?

f(x)=%x+5 g(x)z—%x+1 jx)=x—-7

3. Adjuk meg azt a fliggvényt, amelynek a grafikonja egyenes, amely egyenesen rajta van a kovetkezo
két pont. a) D(0,4) E(—2,—1) b) F(—2,4) G(2,—8) «¢) B(3,0) C(2,-1)

4. Oldjuk meg grafikusan:

a) |x|-2=ux; b)3x+1=5—-|x|; c) \_r+l|=l—§
d) |xl=1-|x-2]; e) 2-lx=2|=2x-4; f) x+2=x2 ‘
g) lx=1l+|x+3|=6; h) x2-1=2x-2; i) \J.r+‘:§.

5. Hatarozzuk meg grafikus ton, hogy x mely értékeire nullanal nagyobb, nulldnal kisebb, nulla a
kovetkezo fliggvények értéke.

f(x)=3x—8 gx)=|x—-2]—-4 h(x)=x*-9 ix)=vx+4-1
6. Abrézoljuk: fx)=|x-3+1 gx)=—|x+2|+3 h(x) = 2|x]|

1
i(x) =Ix+4[-2 j(x)=§|x—1|

7. Abrézoljuk:f(x) =|x—-3]+1 gx)=—|x+2]+3 h(x) = 2|x|
i =lr+4l-2  j@=3k-1]
8. Mi a fiiggvények értelmezési tartomanya és értekkészlete?
f(x) =|x+1000] + 1 gx)=—-x2+1 h(x) = [x — 3]
i(x)={x}—-40 jx)=x—-192-29

9. Hatarozzuk meg az f(x) = mx + 12 fiiggvényben az m értékét gy, hogy a fliiggvényérték x = 6
esetén 9 legyen.

10. Melyik az a linearis fliggvény, amelynek a grafikonja athalad (—2, 4) ésa (6, —2) ponton?
11. Abrézoljuk, majd adjuk meg a fiiggvény értelmezési tartomanyat és értékkészletét.

_(2x, hax =0 _(x—5 hax=>2 _(Vx+4, hax>1
f(x)_{—x,hax<0 f(x)_{B—Zx,hax<2 f(x)_{_x2+1,hax<1



12. Add meg azt a linearis fliggvényt, amelyiknek ismerjiik két pontjat:
A(39 _1)9 B(lla 3) A(_za 4)9 B(la 7) A(3a 2)7 B(17 1)

13. Add meg azt a masodfoku fliggvényt, amelyre f(0) = 0¢és f(1) = 3 és f(—2) = 2.

14. Mi a fiiggvények értékkészlete? f(x) = 2[x]

g) ={x+5 R =[x—3]-1 i(x)=10{x}—29 j(x)= {[x]’ ha x egész

{x}, ha x nem egész
15. Abrazoljuk: f(x) = |x% — 6] gx) =|x>—6|-2

16. Milyen egymads utani transzformaciokkal kapjuk meg a g(x) fiiggvénybdl az f(x) fiiggvényt?
a) fx)=3=2|x+4]  gx) = Ix| b) f(x) =-3(x—-52+1  g(x) =x?

Egészrész fiiggvény és tortrész fiiggvény
17. Oldjuk meg grafikusan:
1 1
[x] -1<2-|x|-3 (x}—-2<—x%+2 3{x} = 2[x] {x}=—§x+§

18. Oldjuk meg grafikusan:
{x}=Ix-31-2 {x}—-4=x+3|-4 x*—-4=[x-2] 2-[x]+3=2-|x]+1

19. Oldjuk meg grafikusan:

—2{x}=%x—1 —(x+2)2+4=—[x] (x—-3)?2-2<-|x—2|+4 4{x}—-2=x—1|-1

20. Gyartsunk két egyenletet, amelyeket grafikusan kell megoldani. Az adbrazoland6 fiiggvények a
kovetkezok koziil keriiljenek ki: masodfoku, abszolutérték, tortrész, egészrész. Az alapfiiggvények-
kel minden esetben legalabb harom transzformaciot kelljen végrehajtani. A megalkotott egyenletek-

nek legalabb 3-3 megoldésa legyen. Oldjuk is meg az egyenleteket.

21. Oldd meg grafikusan:

(x—2)2+1=2[x]%(x—l)zz[x+3] {(x}+3=—|x|+5 {x—2}=—|x—6|+3



Abszolut értékes fiiggvények és egyenletek

22. Bontsuk fel az abszolut érték jelet:

23. Oldd meg grafikusan ¢és algebrailag:
1 1
|x + 2| = 2x + 2 |x—3|=§x+5 |x|—3=5x+2
|x—6|=%x |x + 4| =2x+5

be-1l={ el ={ -ri={ = {

24. Oldjuk meg algebrailag: [2x — 5| =x — 1 [x+ 3| =2x+3 B3x —2|+x=1

25. Oldd meg csak grafikusan: |x — 4| — |[x — 1| = —%x +2 lx + 2|+ |x — 4| = %x + 4

26. Abrazoljuk a fiiggvényt, majd irjuk fel a fiiggvény hozzarendelési szabalyat harom részre

szétbontva: f(x) = |x + 2| + |x — 4| gx)=|x—4]—|x—1]

27. Oldjuk meg algebrailag és grafikusan: |x + 2| = 6 — 2x

28. Oldd meg grafikusan: |x — 1| + |[x — 2| = 2 lx -1+ [x—-2] =1
lIx+2]-3|=1

29. Oldd meg grafikusan:
|x — 2| =3 —|x+ 1| 3—|x+1| <|x-—2] |x —1| —3 =2 — |x|

2—|x|<|x—-1|-3
30. Bontsuk fel az abszolt érték jelet. A végeredmény ilyen alaku legyen: |[x — 1| + |x — 2| =

31. Oldjuk meg algebrailag és grafikusan: |x — 1| + |[x — 2| = 2 x+3|+|x—2|=6
32. Oldjuk meg kétféleképpen: [x — 4| — |x — 1| = —Zx +2  |x+2|+|x — 4| =-x + 4

33. Irjuk fel abszolut érték jel nélkiil: |x + 1| — |x — 5| lx + 10| + |x — 7|

34. Oldjuk meg algebrailag:
2| =2 x—1|+x—2/=1 lx+1]—|x—5]=x—3

x—1

35. Oldjuk meg algebrailag: ||3x + 4| — 6] = 5



Fiiggvényvizsgalat

36. Az abrakon egy-egy [—3; 3] intervallumon értelmezett fliggvény grafikonja lathaté. Mely
intervallumokon novekszik, illetve fogy a fliggvény? Hatarozzuk meg a fiiggvények szélsoértékeit,
zérushelyeit.

a)

d)

37. Abrazoljuk és végezziik el a fiiggvényvizsgalatot:

f=|lx=1=-3[f)=4x} -2 fO)=-(x+2)*+4 fe) =sxI+1

N |-

fe =|lx+2l-4 f)=2{x}-3 fO)=-(x-2)*+6 f)=[x—-3]+4

38. Vazlatosan rajzoljuk meg a fliggvények grafikonjait és valaszoljuk meg, hogy a kovetkezo
fliggvények hol van maximuma, hol van minimuma, mennyi a maximumérték és a minimumérték.

f(x)=(x—3)2-100 f(x) = —|x| — 101
Fl) =|x— 1]+ |x + 5] f(x) = ——x — 1000 flx) =—x%—2
39. Abrazoljuk és végezziik el a fiiggvényvizsgalatot:
f@=vVa=4+1 f@=—Vi+2 [f@W=;Va-1 f@W=Vi-6-4

fO)=—-{x}-2 fx) = Ix* — 4] fO) =Ix=3|+[x+1]



40.

Allitsuk parba az dbran lthat6 fiiggvényeket y
a hozzarendelési szabdlyukkal. i)

d) s |l 2
b) x> =5; s
c) x> 2-Jx -4 f4(x) 4 = =

d) x> -2-(x+3)%-1; 2 /

1 .
e)xr—)—g-x. R 45 8 X

Vilaszoljunk a kovetkezd kérdésekre. )

f) Melyik az egyenes ardnyossdg fiiggvény? |
g) Melyik fiiggvénynek van zérushelye?

e 19

h) Melyik fiiggvénynek van maximuma? Hata- fs(x)f
rozzuk is meg. '

i) Az f,(x) fiiggvény milyen helyen veszi fel a 2 fiiggvényértéket?

J) Mennyi a meredeksége az fs5(x) fiiggvénynek?

k) Az f,(x) fiiggvénynek mennyi lesz az x = 1 helyen vett fiiggvényértéke?

l) Igaz-e, hogy f3(-2) =-3?

41.
Melyek a szélsGértékei az aldbbi fiiggvényeknek, ha x € [-3; 6]? Hol veszik fel azokat? Abra-
zoljuk is 6ket.

a) a(x)z—%—x; b) b(x)=-3; e el =|2x—4|;

d) dx)=-|x+1l; e) e(x) =~/x+3.

Hol pozitivak az adott fiiggvények? A vélaszokat intervallumokkal adjuk meg.

A signumfiiggvény

42. Abrazoljuk: f(x) = sgn(x — 3) f(x) = 4sgnx f(x) = —sgnx+ 2

f(x) = sgn(|x| — 1) f(x) = sgn(2x —2) f(x) = sgn(x? —9)

43. Abrazoljuk: f(x) = x + sgnx  f(x) =

sgnx

44. Abrazoljuk és végezziik el a fiiggvényvizsgalatot:
f(x) = sgn(x? — 4) f(x) = sgn||x — 2| — 4|

45. Abrazoljuk: f(x) = sgn{x} g(x) = sgn[x] h(x) = sgnx? i(x) = (sgnx)?
46. a) Oldjuk meg grafikusan: x = sgn{x} sgnx < X |sgnx| = x| [sgnx| < |x|

b) Abrazoljuk: y = sgn(|x| — 5) y = sgn(x — 2)?

f(x) = x - sgnx f(x) = sgn(|x — 4| — 3)



1.. , , ; ere
Azy = - fiiggvény és transzformacioi

47. Milyen értékeket nem vesz fel a fiiggvény? y = ~ y=— y=—=-2

X x+1

48. Abrazoljuk, majd jellemezziik a fiiggvényeket a kovetkezd szempontok szerint:
1 1

E. T., E. K., zérushely, asszimptotak egyenletei y = - y=-= y = §+ 4 y = i -3
49. Végezziink algebrai atalakitast a fliggveny képletén gy, hogy fiiggvenytranszformaciok segitsé-
gével abrazolni tudjuk. Abrazolni nem kell.

x—3 x+3 X _2x+10 _2x—5 _4x+13

M L) Y T r+1 YT +3 Y = X ¥2 Y= T +3

50. Allapitsuk meg az el6z6 feladatban szerepld fiiggvények asszimptotainak egyenletét.

51. Abrazoljuk az y = % fliggvény transzformacidival a kovetkezd fiiggvényeket:
2 1 _x+2
x—3 Y= x+1

2

Y= x—5

1, 11
Y=7% Y=2'%

52. Mi a kovetkez6 fiiggvények értelmezési tartomanya és értékkészlete?
x—1 2 2x+8 4

=3+ — = =—4——
x+1 Y x—1 Y x—1 Y X

y:

53. Végezziik el a sziikséges algebrai atalakitast, majd allapitsuk meg a fiiggvény asszimptotainak

, 4x—7 7x+52 xX—2
egyenletét. y = o Y= y=_=
54. Oldjuk meg grafikusan és algebrailag: % <1 |3;_+12| =3

55. Oldjuk meg grafikusan: % =x%+8x+15

56. Abrélzoljuk ¢és végezziink teljes fiiggvényvizsgalatot (beleértve az asszimptotdk egyenleteinek
felirasat is): y = —3 + ——

x+2
57. Oldjuk meg grafikusan: 2% < 31 S o
x+3 x—2 X—2 x+1 x+ xX—
58. Oldjuk meg grafikusan: —+3<7 2 <5 245 < 4 ly7<-1-4
xX+4 x—2 x+3

59. Oldjuk meg grafikusan és algebrailag: % <-2

60. Mi a fliggvények értelmezési tartomanya ¢és értékkészlete?
x—1 _34 2 2x+8 —_4 4
Y= x—1 Y= x

y=x+1 x—1 Y=



Vegyes feladatok

61. Mi a fiiggvény menete, ha x > — % ?y=x%2+3x+9

. . .ox+1  3x-1 X _ 2x-3
62. Oldjuk meg algebrailag: — =— — ==
63. Oldjuk meg algebrailag: 2;—71 >3 Zxxj: <-2 zxx:71 < Z: >
64. Oldjuk meg grafikusan: 2x < |x% — 2x — 8| sgn(1+-5) = |x +3| -2

65. Az |x + 3| — 2 = p egyenletnek a p (valoés szam) paraméter értékétdl fliggden hany megoldasa
van? Gondolkodjunk grafikonban.

66. Oldjuk meg grafikusan és algebrailag:
x+2l+lx—1] =3x+6 e+ 1] —lx—3]=Zx -2

67. Végezzilk ez a teljes négyzetté¢ kiegészitést, majd allapitsuk meg a fiiggvény értékkészletét,
széIséértékhelyét, szélséértékét, és a novekedési viszonyait. y = —x2 + 2x — 6

68. Abrazoljuk: y = sgn|[x]| y = |2 + ﬁ| y = sgn (i + 2)

69. Abrazoljuk és végezziink teljes fiiggvényvizsgalatot: y = |x2 + 2x — 2| y = |2 + ﬁ

70. Oldjuk meg grafikusan: s, X
x+1 x—2
71. Hol van maximuma és mennyi? y = —x? + 10x  y=2x?2—10x—-22 y=-x?>-38

72. Az értelmezési tartomany mely elemeihez rendel a fliggvény pozitiv értéket? f(x) = x? + 5x + 4

X

73. Abrazoljuk és végezziink fliggvényvizsgalatot: y =

sgnx—2

74. Oldjuk meg grafikusan: 3:10 < —(x — 5)% + 5, algebrailag: x> —5x — 14 =0

75. Abrazoljuk: y = E] y = % y = {l} y = {71} y =[x+ 2x — 2|

X
76. Oldjuk meg valahogy: x + |x =5/ =7  |x+5|—[2x—1l=x+2 |x—2[+|x—3|=11

2x+5
x+3

77. Oldjuk meg grafikusan és algebrailag: <4

78. Oldjuk meg algebrailag: (1+2x)(3-x)+x2=9  Z+2= 2 =X
79. Abréazoljuk és jellemezziik: y = x2 — 8x + 12

80. Az értelmezési tartomany mely elemeihez rendel az y = x? — 5x + 4fliggvény pozitiv értéket?



81. Oldjuk meg algebrailag és grafikusan: |[x — 5| =7 — 0,5x

82. Adjuk meg azt a hozzarendelési szabalyt, amely egy tetszOleges kor teriiletéhez a kor sugarat
rendeli hozza. Majd abrazoljuk a fliggvényt.

83.

Oldjuk meg grafikusan a kdvetkezs egyenleteket:

a) (x-22-1=|x-1I; b)2=[x+1l=1-+2)% c)lx+2l=Vx+4
d)N-T-x-4=-1-Ix+4l; ¢)|lx+3]-2|=1; ) lx=32-4]=x-1

84. Egy labdat ferde hajitassal felrugnak, palydjat az idé (masodperc) fiiggvényeként (méterben) az
f(x) = 10x — x?

fliggvény irja le. Mennyi id6 mulva esik le a labda, €¢s milyen magasra jut? Az elragas utan hany

masodperc mulva lesz a legmagasabban?

8s.

Abrazoljuk a sikon azoknak a P(x; y) pontoknak a halmazat, amelyeknek koordinatai kielégitik
a kovetkezd feltételt:

a) |x|=0; b) |x|l=Iyl; c) Ixl+1lyl=1; d) |x|+lyl=2.

86. Hany gyoke van a valds szamok halmazan az egyenletnek: |x? — x| = |x]| ?

87.

Oldjuk meg a valds szdmok halmazan a kovetkez egyenleteket és egyenlGtlenségeket:
a) lx|+4=8; b) lx+4|=8; c) x| +4>8;

d) |x+4|=8; e) 2-1x|+3=10; f) 2-lx+3|=10;
g) |2x+3|<10; h) |2x] + 13 > 10.

Nehezebb feladatok

88. Alkossunk olyan fliggvényt, amelyre teljesiil:

a) az értékkészlete az 0sszes valds szam, kivéve a 0 és az 1

b) az értékkészlete a (—1, 1)intervallum

c) az értelmezési tartomdnya az osszes valds szam, van minimuma is €és maximuma is

d) az értelmezési tartomanya az Osszes valds szam és egyik intervallumban sem monoton

e) (—oo, 0)intervallumban szigorian monoton ndvekedd, (0, o) intervallumban szigordan monoton
csokkend, és a 0-ban minimuma van.

f) értelmezési tartoménya a [0, 1] intervallum és nincs maximuma

89. Oldd meg grafikusan:
10 1

—— ) [x? sgn|{x}| ) — x—2]|-5 < sgn

) i) e Ik=2) gn—

-3

90. Hany megoldasa van a kovetkezd egyenletnek a valos szamok halmazan? {x} = ﬁ



91.
Mely valds szdmokra teljesiilnek a kovetkezd egyenl6tlenségek?

a)lxl+1x+51>7; b) lx=3|=|x+2|<5;
c)|2x=3|+|x+6]>9; d) |14x-5| +|5x—4]| <2

92. Adott a kovetkezd fliggvény: f(x) = i, x €R\ {1}.
Hatarozzuk meg az f(f(x)) és az f(ff (x))) fiiggvényeket.

93. Bontsuk fel a 40-et két 6sszeadandodra ugy, hogy a két adott rész szorzata maximalis legyen.

9.

Abrizoljuk a kovetkezd intervallumokon értelmezett valds értékd fiiggvényeket:

gl x> aelu—3|, xe [-24]: b) ¥ -2=|x41l-1, xe[-2:2]:
-1

c) x—=>x-|xl-4x-5, xe [—3; 3]; d) x> lx ll -(x2+3), x#21,x€ [—2; 2].

95.

Abrizoljuk a sikon azoknak a P(x; y) pontoknak a halmazat, amelyeknek koordinatdi kielégitik
a kovetkezd feltételeket:

a) lx+yl+ly-xl<4; b |2x] =)yl; gl Iyl -lzl=1.

96.
Vazoljuk a kovetkezd fiiggvény grafikonjat:

fx)=41-x2, -1<x<1.

Igazoljuk, hogy a grafikon minden pontja az orig6tol 1 egység tavolsagra van.

97.
Abrizoljuk azoknak a P(x; y) pontoknak a halmazat, amelyek koordindtdira teljesiil:

y—2<1-x2

xy=1
y=px+1
valds szampar a megoldéasa? Grafikonon gondolkodjunk.

98. Melyek azok a p valos szamok, amelyekre az } egyenletrendszernek egyetlen (x; y)

99, Abrazoljuk és jellemezziik (zérushely, szélséérték, monotonitas szempontjabol) a kovetkezd
fiiggvényeket:

c) h(x):L+2, %2, xe [-1;5]: d) i(x):L—4, x#-3, xe [-6;0]
-2 x+3
e)j(x):i+3,x¢1,xe [-2:4]; f) k(x) = 1 x21 xe[-3:2]
x-1 1-x
g) l(x)=i+l,x¢2, X e [—1;5]; h) m(x)=#,x¢l, X e [—2; 2].
2—x lx—1]

100. Egy fliggvény alulrol korlatos, ha van olyan szam, amelynél kisebb értéket nem vesz fel.
Egy fiiggvény feliilrol korlatos, ha van olyan szdm, amelynél nagyobb értéket nem vesz fel.
Egy fliggvény korlatos, ha alulrdl is és feliilrdl is korlatos.

1+x2

1+x%

Lassuk be, hogy ez a fliggvény korlatos: f:R = R, f(x) =



VI. KOMBINATORIKA
1. Az 1, 2, 3, 4, 5 szamjegyekbdl hany 6tjegyli szdm készithetd, ha minden szamjegy csak egyszer
szerepelhet?

2. Hany 5-tel oszthat6 6tjegyli szam képezhetd a 0, 1, 2, 3, 4 szamjegyekbdl, ha minden szamjegy
csak egyszer szerepelhet?

3. Hany 5-tel oszthato hatjegyli szdm képezheté a 0, 1, 2, 3, 4, 5 szdmjegyekbdl, ha minden szamjegy
csak egyszer szerepelhet?

4. Hany Gtjegyl paratlan szam képezhet6 a 0, 1, 2, 3, 4 szdmjegyekbdl, ha minden szamjegy csak
egyszer szerepelhet?

5. Nyolc ember — jel6ljiik dket rendre A-, B-, C-, D-, E-, F-, G-, H-val — leiil egy padra. Hanyféle-
képpen helyezkedhetnek el ugy, hogy A és B egymads mellett {iljon?

6. Irjuk fel a TOLL sz6 betiiit minden lehetséges sorrendben. Hany értelmes magyar szo keletkezett?
7.Az 1,1, 1,2, 2,3, 3 szamjegyekbdl hany 13-mal kezd6do hétjegyii szamot lehet késziteni?

8. Az 1,1, 1, 2,3 szamjegyekbdl hany otjegyli szam készithetd?

9.Az 1,1, 2, 3, 4 szamjegyekbdl hany otjegyli szam készithetd?

10. Hanyféleképpen olvashatd ki a kovetkezd tdblazatbol a PANGYI szo, ha a tablazat bal felsd
betlijébdl indulunk ki és az egyes 1€péseket csak jobbra vagy lefelé tehetjiik?

PANG
ANGY
NGYI

11. A MATEMATIKA sz6 betliinek hany permutacidja van, azaz hanyféleképpen lehet a betiiket
sorrendbe allitani?

12. Tiz tanul6 kozott hanyféleképpen lehet kiosztani harom kiilonb6z6 targyat, ha egy tanul6 legfel-
jebb egy targyat kaphat?

13. Egy 36-0s létszamu osztalyban egy konyvet, egy tarsasjatékot, egy labdat, egy toltdtollat és egy
ceruzat sorsolnak ki azzal a feltétellel, hogy egy tanul6 csak egy targyat nyerhet. Hanyféleképpen
végzddhet a sorsolas?

14. Egy 30-as létszamu osztaly vezetOséget valaszt: titkart, titkdrhelyettest, kultarfeleldst, sport-
feleldst és gazdasagi felelost. Hanyféleképpen torténhet ez?

15. Az 1, 3, 5, 7, 9 szamjegyekbdl hany 6tjegyli szamot allithatunk eld, ha egy szamjegyet tobbszor
is felhasznalhatunk?

16. Tizendt tanulo kozott hanyféleképpen lehet kiosztani 6t kiilonb6zo targyat tigy, hogy egy tanuld
tobb targyat is kaphat?



17. Hanyféleképpen olvashato ki a kdvetkezd tablazatbol az ISKOLAI szo, ha a tablazat bal felsé
betiijébdl indulunk ki, és az egyes 1épéseket csak jobbra vagy lefelé tehetjiik?

ISKOLAI
SKOLAI
KOLAI
OLAI
LAI

Al
I

18. Hany 6tjegyti szam készithetd a 0, 1, 2 szdmjegyek felhasznalasaval?

19. Az 1, 2, 3, 4, 5 szdmjegyek felhasznalasaval hany olyan haromjegyli szdm készithetd, amelyben
az 5-0s eléfordul?

20. Egy 32 lapos magyar kartydbdl egymas utan kihtizunk 6 lapot. Hanyféleképpen lehetséges ez, ha
a kihuzott lapok sorrendje is szamit?
a) visszatevés nélkiil huzunk, b) minden huizas utan a kihazott lapot visszatessziik

21. Egy hatelemii halmaznak hany haromelemii részhalmaza van? {rjuk le ezeket.

22. Hany olyan hétjegyli szdm van, amelynek szamjegyei csokkend sorrendben kdvetkeznek egymas
utan, egyenld szdmjegyeket nem engedve meg?

23.A0,1,2,...,9 szdmjegyekbdl all6 halmaznak hany otelemii részhalmaza van?
24. Egy hatelemii halmaznak hény részhalmaza van?
25. Egy nyolcelemii halmaznak hany valodi részhalmaza van?

26. A0, 1, 2, ..., 9 szamjegyekbdl all6 halmaznak hany olyan részhalmaza van, amely legaldbb
hételemii?

27.irjuk fel az 1, 2, 3, 4, 5, 6 elemek negyedosztalyi kombindcioit.
28. Egy hétszemélyes tarsasagban mindenki mindenkivel kezet fog. Hany kézfogas ez dsszesen?

29. Hanyféleképpen tolthetd ki egy lottoszelvény?

n! n!
(n-3)! n(n-1)

30. Hozzuk egyszeriibb alakra a kovetkezo kifejezéseket:

31. Hozzuk egyszeriibb alakra a kovetkez6 kifejezéseket: (n + 2)(n + 1)! %

32. Piros, fehér, zold és keék szinli anyagokbol zédszlokat készitiink. Minden z4szld vizszintes
csikokbodl all, és a szomszédos csikok nem lehetnek azonos szinlieck. Hany kiilonbozé zaszlot
készithetiink, ha

a) egy-egy zaszlon négy csiknak kell lennie, b) egy-egy zaszlon harom csiknak kell lennie, c) egy-
egy zaszlon két csiknak kell lennie?



33. Hanyféleképpen olvashaté ki a kovetkezd tablazatbol a BUDAPEST sz6, ha a tablazat bal felso
betiijébdl indulunk, és az egyes 1épéseket csak jobbra vagy lefelé tehetjiik?

BUDAP

UDAPE

DAPES

APEST

34. Egy szabalyos jatékkocka egy oldaldra 0-t, két oldalara 1-et és harom oldaldra 2-t irunk. Dobjuk
fel ezt a jatékkockat négyszer egymas utan. A dobasok eredményét a dobasok sorrendjében irjuk
egymas mellé. a) Hanyféle négyjegyli szamhoz juthatunk igy? b) Hanyféle 1-re végzddo négyjegyii
szamot kaphatunk?

35. Egy szabalyos jatékkocka egy oldalara 0-t, két oldalara 1-et és harom oldalara 2-t irunk. Dobjuk
fel ezt a jatékkockat Otszor egymads utdan és a dobasok eredményét irjuk rendre egymds mellé.
Hényféle 10-zel oszthatd 6tjegyli szamhoz juthatunk igy?

36. Egy szabdlyos jatékkockaval egymds utdn Otszor dobunk. Hény olyan kimenetele lehet a
kisérletnek, amelyben legalabb egyszer hatost dobunk?

37. Hanyféleképpen olvashat6 a kdvetkezo elrendezésben a SZOLNOK sz6, ha csak lefelé, és rézsut
balra, illetve jobbra haladhatunk?
S
77
000
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38. Egy 32-es létszamu osztalyban klubdélutant rendeznek, ahol a tanulok kozott négy tombolatargyat
sorsolnak ki. Hanyféleképpen torténhet ez, ha:

a) a targyak egyenldk, és egy tanuld legfeljebb egy targyat nyerhet

b) a targyak egyenldk, és egy tanuld tobb targyat is nyerhet

¢) a targyak kiilonbozdek, és egy tanuld legfeljebb egy targyat nyerhet

d) a targyak kiilonbozdek, és egy tanuld tobb targyat is nyerhet?

39. Egy szabalyos jatékkockat hatszor egymas utan feldobunk. A kapott eredményeket rendre egymas
mellé irjuk. a) Hanyféle kimenetele lehet a kisérletnek? b) Hany olyan kimenetele lehet a kisérletnek,
amelyben az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamok mindegyike el6fordul?

40. Piros, fehér és fekete jatékkockat helyeztiink el egy dobozba. Kettdt kivesziink és dobunk veliik.
Hanyféle kimenetele lehet a kisérletnek?

41. Hany 5-re végz6do 6tjegyli szam van?

42. Egy 32-es létszamu osztaly az iskolai kiildottértekezletre hat kiildottet valaszt. Hanyféleképpen
torténhet ez?

43. Egy 25-0s 1étszamt k6zosség haromtagl vezetOséget valaszt: titkart és két vezetdségi tagot.

a) Hanyféleképpen torténhet ez? b) Hany olyan kimenetele lehet a valasztasnak, hogy a tagok koziil
Nagy Agi legyen a titkar? c) Hany olyan kimenetele lehet a valasztasnak, hogy a tagok koziil Nagy
Agi tagja legyen a vezetéségnek?



44. Egy csomag 32 lapos magyar kartyabol kihuzunk két lapot Gigy, hogy az elsének kihtzott lapot a
hazas utan visszatessziik. Hany esetben lesz a kihuzott lapok kozott legalabb egy asz?

45. Egy 25 f6bol allo tarsasag tagjai kozott egy konyvet, egy tarsasjatékot, egy labdat, egy toltétollat
¢s egy ceruzat sorsolnak ki. Hanyféleképpen végzddhet a sorsolés, ha egy személy tobb targyat is
nyerhet?

46. A 4-es és 5-0s szamjegyekbdl hany olyan nyolcjegyli szdmot készithetiink, amelyben a 4-esek
szama egyenlo az 5-0s6k szamaval?

47. A 4-es és 5-0s szamjegyek felhasznalasaval hany 9-cel oszthat6 nyolcjegyli szdm készithetd?
48. Hany egyenest hataroz meg 25 olyan pont, amelyek koziil 3-3 nem esik egy egyenesbe?

49. Adott a sikban 25 pont, amelyek koziil barmely harom nem illeszkedik egy egyenesre. Hany
haromszoget hataroznak meg?

50. Az 1,2,3,4,5, 6, 7 szamjegyekbdl készithetd otjegyli szamok kodzott hanyban fordul eld az 1-es
szdmjegy, ha egy-egy szamjegy csak egyszer szerepelhet?

51. A BKK jarmiivein régen a jegyeket olyan lyukasztokkal kezelték, mellyel egy 3x3-as mezdben
elrendezett 9 szamjegybdl 2, 3, illetve 4 mez6t kilyukasztottak ki. Hanyféleképpen allithatok be ezek
a lyukasztok a kovetelményeknek megfeleléen?

52. Nyolc ember — jeldljiik dket rendre A-, B-, C-, D-, E-, F-, G-, H-val — leiil egy padra. Hanyféle-
képpen helyezkedhetnek el ugy, hogy A, B és C egymas mellett {iljon?

53. Nyolc ember — jeldljiik dket rendre A-, B-, C-, D-, E-, F-, G-, H-val — leiil egy padra. Hanyféle-
képpen helyezkedhetnek el ugy, hogy A a B mellé és C a D mellé iil?

54. Nyolc ember — jeldljiik dket rendre A-, B-, C-, D-, E-, F-, G-, H-val — leiil egy padra. Hanyféle-
képpen helyezkedhetnek el gy, hogy A ne keriiljon B mellé?

55. Nyolc ember — jeldljiik 6ket rendre A-, B-, C-, D-, E-, F-, G-, H-val — leiil egy padra. Hanyf¢le-
képpen helyezkedhetnek el Gigy, hogy A a pad szélére iil?

56. Nyolc ember — jeldljiik dket rendre A-, B-, C-, D-, E-, F-, G-, H-val — leiil egy padra. Hanyféle-
képpen helyezkedhetnek el ugy, hogy A ne keriiljon a pad szélére?

57. Hanyféleképpen foglalhat helyet egymas mellett négy férfi €s hdrom nd tigy, hogy a férfiak ¢€s a
nok felvaltva kdvetkezzenek egymas utan?

58. Hany kiilonbozd gyongyot lehet késziteni 20 gydngyszembdl, ha van:
a) 10 fehér és 10 kék, b) 5 fehér és 15 kék, ¢) 8 fehér és 12 kék?
Az azonos szinll gyongyszemek teljesen egyformak.

59. Hanyféle sorrendben htizhatunk ki egy dobozbol 6 piros és 9 fehér golyodt, ha csak azokat a huza-
sokat tekintjiik kiilonb6zonek, amelyekben a szinek mas sorrendben kovetkeznek?

60. Hanyf¢le sorrendben htizhatunk ki egy dobozbdl 5 piros, 7 fehér és 3 kék golyot, ha csak az olyan
huzasokat tekintjiik kiilonbozéknek, amelyekben a szinek mas sorrendben kovetkeznek?



61. 5 piros, 2 fehér és 2 kék golyot hanyféleképpen lehet ugy elrendezni, hogy a 2 kék golyd egymas
mellett legyen?

62. Dobjunk fel két szabalyos jatékkockat egymadstol fiiggetleniil. Hany olyan kimenetele lehet a
kisérletnek, amelyben a kapott pontok 6sszege 8?

63. Hany ,,sz6t” képezhetiink az A, E, I, O, U magan- és a B, C, D, F massalhangzokbol ugy, hogy
minden ,,szoban” 4 magan- és 3 massalhangzo6 legyen, két magan-, illetve két massalhangz6 egymas
mellé ne keriiljon, €s minden massalhangz6 csak egyszer szerepeljen?

64. Egy-egy cédulara irjuk fel rendre a 0, 1, 2 szamokat. A cédulékat tegyiik egy dobozba. Huzzunk
ki egy cédulat, és jegyezziik fel a kihuzott szamot. Ezutan tegyiik vissza a cédulat és ismételjiilk meg
az eljarast még négyszer. Hany esetben lehet az 6todik huzas utan a kihuzott szamok 0sszege:

a) éppen 6, b) 6-nal nagyobb?

65. Az 1, 2, 3, ..., 15 szamokat sorozatba rendezziik. Hany olyan eset van, amelyben a) az 1, 2
szdmok, b) az 1, 2, 3 szamok csdkkend sorrendben keriilnek egymés mellé?

66. Az 1,2, 3, ..., 25 szamokat sorozatba rendezziik. Hany olyan eset van, amelyben az
a)l,2,3,...,10 szdmok
b)az 1,2, 3, ..., 15 szdmok egymds mell¢ keriilnek névekvd sorrendben?

67. Hany 5-tel oszthat6 hétjegyli szam készithetd az 1, 1, 2, 3, 3, 4, 5 szamjegyekbdl?
68. Hany hétjegyli paratlan szdm készithetd az 1, 1, 2, 3, 3, 4, 5 szdmjegyekbdl?

69.Az1,1,1,2,2, 3,3 szdmjegyekbdl hany olyan hétjegyii szamot lehet késziteni, amelyben a kettes
szamjegyek egymas mellett allnak?

70. Hany nyolcjegyli szam képezheté a 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1 szdmjegyekbdl?

71. Egy csomag 32 lapos magyar kartyabol huzzunk ki taldlomra 6t lapot. Hany esetben lesz a
kihtizott 6t lap koziil hdrom hetes?

72. Hanyféleképpen lehet a 32 lapos magyar kartyat négy jatékos kozott szétosztani ugy, hogy
mindegyik nyolc lapot kapjon?

73. A 32 lapos magyar kartyabol hanyféleképpen lehet kivalasztani nyolc lapot tigy, hogy
a) legalabb egy zold szinii lap, b) legfeljebb harom hetes, c) a zold hetes a kivalasztott lapok kozott
legyen?

74. Az 1, 2, 3, 4, 5 szdmjegyekbdl hany négyjegyli szamot allithatunk elo:
a) egy szamjegy felhasznalasaval
b) két kiilonb6zd szdmjegy felhasznaldsaval
¢) harom kiilonb6z6 szamjegy felhasznalasaval
d) négy kiilonb6zd szdmjegy felhasznalasaval?

75. Egy dobozban 10 cédula van, rendre 0, 1, 2, ..., 9 szdmjegyekkel megjelolve. Egymas utan négy
cédulat huzunk ki ugy, hogy a kihuzott cédulakat a huzas utdn nem tessziik vissza. A kihuzott
céduldkon 1évd szamjegyeket a kihuzas sorrendjében irjuk egymas mellé. Hany esetben kapunk:

a) paratlan négyjegyli szdmot, b) 10-zel oszthaté négyjegyli szdmot, c) 25-tel oszthatdo négyjegyii
szamot?



76. 16 csapatot teriileti alapon két nyolcas csoportba osztottak. Az egyes csoportok els6, masodik,
illetve harmadik helyezettje jatszik az elsd-masodik, harmadik-negyedik, illetve 6todik-hatodik
helyért a dontdben. Hanyféle dontd lehetséges?

77. Egy sakkversenyen az egyik versenyzonek az 6todik forduld utan 3 pontja van. Hanyféleképpen
¢érhette el a versenyzd ezt a 3 pontot, ha azt is figyelembe vessziik, hogy milyen sorrendben érte el
eredményeit? (A sakkversenyen gydzelem esetén 1, dontetlen esetén 0,5 pontot kapnak.)

78. Valamely sakkversenyen egy jatékosnak a hatodik fordul6 utdn 4 pontja van. Hanyféleképpen
jOhetett 1étre ez az eredmény? (Nyert jatszma 1 pont, dontetlen 0,5 pont, vesztett jatszma 0 pont.)

79. Egy palyazatra 20 palyami érkezett, amelyek koziil 9-et ndk és 11-et férfiak kiildtek be. Harom
palyamunkat dijaznak, egyenként 5000 Ft-tal. (A dijakat megosztani nem lehet.)

a) Hany eset lehetséges a dijazas szempontjabol?

b) Hany esetben lehet a dijazottak k6zott egy né?

¢) Hany esetben lehet a dijazottak kdzott harom férfi?
80. Egy dobozban hat kiilonb6z6 targy van. Taldlomra kivesziink a dobozbol néhdnyat (lehet, hogy
egyet sem, vagy lehet mindet is). Hany kiilonb6z6 eset johet 1étre?

81. Egy dobozban 15 kiilonboz6 targy van. Taldlomra kivesziink a dobozb6l néhanyat (lehet, hogy
mindet, lehet, hogy egyet sem). Hany kiilonb6z6 eset johet 1étre?

82. 12 cédulara irjuk fel rendre 1-t61 12-ig a szdmokat. a) Hanyféleképpen lehet a cédulékat ugy sorba
rendezni, hogy egyenld paritdsu szdmok ne keriiljenek egymas mellé? b) Hanyféleképpen lehet a
céduldkat Gigy sorba rendezni, hogy az elsd hat helyen csak paros szam alljon? ¢) Hany kiilonb6zd
hetes csoport alkothat6 ugy, hogy a csoportban harom paros szam tarsul négy paratlannal?

83. Hanyféleképpen lehet hat tanul6 kozott kilenc kiilonbozo targyat kiosztani ugy, hogy valamelyik
tanul6 harmat, valamelyik kettdt és a tobbi egy-egy targyat kapjon?

84. 200 csavar koziil 20 selejtes. A 200 csavarbol tizet kivéve, hany esetben lesz koztiik:
a) legalabb négy selejtes, b) legfeljebb négy selejtes, c) 20%-a selejtes?

85. Hanyféleképpen helyezkedhet el 15 tanuld harom darab 6tszemélyes csonakban, ha egy-egy cso-
nakon beliil az elhelyezkedést figyelmen kiviil hagyjuk?

86. Egy osztalybol 15 tanuld kirandulni megy két napra. Az éjszakat egy turistahdzban toltik, ahol
harom négyszemélyes és egy haromszemélyes szobat kapnak.

a) Hanyféleképpen helyezkedhetnek el, ha a szobdkon beliili elhelyezkedést nem vessziik
figyelembe?

b) Hanyféleképpen helyezkedhetnek el, ha a szobakon beliili elhelyezkedést is figyelembe vessziik?

87. A minden lehetséges mddon kitdltott lottdszelvények kdzott hany két-, hany harom-, hany négy-
hany ottalalatos szelvény van?

88. 150 darab késziilék kozott 6t darab hibds van. Hanyféleképpen lehet husz késziiléket ugy
kivalasztani, hogy a kivalasztott késziilékek kozott 0, 1, 4, 5 hibas legyen?

89. 200 csavar koziil nyolc selejtes. Hanyféleképpen valaszthatunk ki koziiliik 6t csavart tigy, hogy
a) ne legyen koztiik egyetlen selejtes csavar sem, b) egy selejtes €s négy hibatlan legyen, c) két selejtes
¢és harom hibatlan legyen, d) mind az 6t selejtes legyen?



90. A lotton az 1, 2, 3,..., 90 szamok koziil huznak ki 6t6t. Tekintsiik az igy keletkezett szamdotosoket.
Ezek hany szazalékaban fordul el egy rogzitett szam?

91. Egy kosarban 12 alma és 10 barack van. Jancsi kivesz vagy egy almat, vagy egy barackot, ezutan
Juliska valaszt egy almat és egy barackot is. Mikor van Juliskanak tobb valasztasi lehetdsége, ha
Jancsi almat vett, vagy ha barackot?

92. Hanyféleképpen allhat a tesitanar elott kettesével egy oszlopban a 18 fiibol és 18 lanybdl allo
osztaly, ha két fia és két lany nem keriilhet egymas mellé?

93. A sportnapon a kotélhuzas versenyen egy osztalybdl egy 6tfos fiu és egy 6tfos lednycsapatot kell
kiallitani. Hanyféleképpen lehet megtenni ezt a mi osztalyunkban?

94. Hatarozzuk meg azoknak az 6tjegyli szdmoknak a szdmat, amelyek legalabb egy egyest tartal-
maznak.

95. Az iskolai métabajnoksagra benevezett a 9. a osztaly is. Hanyféleképpen lehet 6sszeallitani a
tizfOs csapatot ugy, hogy a) 3 lany és 7 fiu szerepeljen benne, b) 3 fit és 7 lany szerepeljen benne, c)
legalabb egy fiu szerepeljen benne?

96. Szaz darab késziiléknek a 12%-a hibas. Hanyféleképpen lehet tiz késziiléket tigy kivalasztani,
hogy a kivalasztott késziilékek kozott a) ne legyen hibas, b) mind hibés legyen, ¢) pontosan 6t hibas
legyen, d) legalabb egy hibas legyen?

97. Egy lifthez 5 ember érkezik, de egyszerre csak 3 ember fér be. Hanyféleképpen valaszthatjuk ki
az elsé menet utasait?

98. Husz ember koziil 3 {0s bizottsagot valasztanak, ahol van elnok, alelnok és titkar. Hanyféleképpen
tehetd ez meg?

99. Az4,5, 6,7, 8,9 szamjegyekbdl hany négyjegyli paros szam készithetd?

100. Egy konyvtarban hét konyvet szemeliink ki, de csak harmat lehet kolcsondzni koziiliik.
Hanyféleképpen valaszthato ki a harom konyv?

101. 15 emberbdl 5 tagt bizottsagot valasztunk, ahol mindenkinek ugyanaz a rangja. Hanyféleképpen
tehetjiik ezt meg?

102. Egy kdnyvespolcon 7 kiilonb6zd kdnyv van. Hanyféleképpen tehetjiik ket egymas mellé, ha
egy két kotetes konyv koteteit egymas mellé szeretnénk helyezni?

103. Egy uszdversenyen 8-an indulnak. Hanyféleképpen alakulhat az els6 3 dobogos sorrendje?

104. Harom férfi és harom nd leiil egy padra. Hanyféleképpen tehetik ezt meg, ha a férfiak és a nok
felvaltva szeretnének iilni?



Nehezebb feladatok

105. Egy 2x2x2 egységoldali kockaracson egységnyi lépésekkel lépegetve el akarunk jutni
valamelyik testatld egyik végpontjabdl a masik végpontba. Hanyféleképpen tehetjiik meg ezt, ha soha
nem lépiink visszafelé?

106. Hanyféleképpen juthatunk el egy 10 fokbol allé 1épcsé aljardl a tetejére, ha a lépcsdket
Otletszertien egyesével vagy kettesével vessziik?

107. Hanyféleképpen juthatunk el egy 10 fokbdl allo 1épcsé aljarol a tetejére, ha a Iépcsoket
Otletszeriien egyesével vagy kettesével vagy harmasaval vessziik?

108. Hanyféleképpen juthatunk el egy 10 fokbdl allo 1épcs6d aljardl a tetejére, ha menet kozben
pontosan két harmast 1épiink, a tobbi 1épésiink otletszeriien egyes vagy kettes?

109. Hany olyan hatjegyii kiilonb6z6 szamjegyekbdl all6 szdm van, amelyben négy paratlan szamjegy
szerepel?

110. Egy 34 f0s szervezet 5-tagu vezetOséget valaszt: 1 titkart és 4 vezetOségi tagot. Hanyféle
kimenetele lehet a vélasztasnak? (A titkart a vezetdségi tagoktdl megkiilonboztetjiik, da a 4
vezetdségi tag kozott nem tesziink kiilonbséget.)

111. 32 lapos magyar kartyabol kivalasztunk 10 lapot. Hanyféleképpen fordulhat el6 ilyen kiosztas-
ban, hogy a 4 4sz a 10 lap kozott legyen?

112. Hany olyan hatjegyii szam létezik, amelyben van két azonos szamjegy? Es hany ilyen 15-jegyii
szam létezik?

113. Egy 12 f8s csoportbol 6 fos bizottsdgot valasztunk, de A és B nem lehetnek egyflitt a bizottsagban.
Hanyféleképpen lehet ezt megtenni?

114. Hany otszamjegyt, kiilonb6z6é szamjegyekbdl allo, szigoruan ndvekvd szdm van, amelynek
utolsd szdmjegye paros?

115. Egy sorban tiz didk iil. Hanyféleképpen lehet 6t didkot kivalasztani, ha pontosan két kivalasztott
didk egymas mellett iil, a tobbiek nem?

116. Egy 11 elemii halmaznak hany olyan részhalmaza van, amely a) legalabb 3 elemti; b) paratlan
elemszamu?

117. A 32 lapos magyar kartyabol osztunk 5 lapot. Hanyféle leosztas van, amelyben van tok és van
asz? (A magyar kartyaban 8 db tok van, 4 db asz van, és a 4 asz egyike a tok asz.

118. Moziba megy 4 fiu és 3 lany. Hanyféleképpen iilhetnek le 7 egymas melletti tilésre ugy, hogy
semelyik két lany ne iiljon egymas mellé?

119. Andrés, Barbara, Cili, Dezsd, Edit és Feri moziba mennek. Hanyféleképpen foglalhatnak helyet
hat egymas melletti sz€ken ugy, hogy a harom lany ne harom egymas melletti széken {iljon?



120. Megadtunk harom egyenest, ¢s mindegyiken megadtunk 6t-6t pontot az abra szerint. Hany
olyan szakasz van, amelynek mindkét végpontja az abran megadott 15 pont valamelyike, de a
szakasz nem tartalmaz tovabbi pontot a megadott 15 pont koziil?

121. Hanyféleképpen iilhet le 10 ember a) egy 6 fOs és egy 4 f6s padra; b) egy 6 f0s és egy 4 f0s kor
alaku asztal koré? (Két letilést kiillonbozonek tekintiink, ha van olyan ember, akinek a jobb vagy a
bal szomszédja mas.)

122. Hany 6tjegyt szam készithetd, amelynek minden szdmjegye kiilonbozd, €s a) els szdmjegye
kisebb, mint 4; b) szerepel benne az 1 és az 5 szamjegy, és azok szomszédosak; c) szerepel benne az
1 és az 5 szamjegy, de azok nem szomszédosak?

123. Egy 11 elemii halmaznak hany olyan részhalmaza van, amely a) legalabb 3 elemii; b) paratlan
elemszamu?

124. Egy részeg postas figyelmetleniil oszt szét 6t levelet azok cimzettjeinek. Hanyfélekeppen teheti
ezt meg Ugy, hogy senki se a sajatjat kapja meg? Es igy, hogy pontosan 1, 2, 3, 4 ill. 5 cimzett apja
meg a sajat levelét?

125. Legfeljebb hany pontban metszik egymast egy konvex 9-szog 4tl6i?

126. Katonasagnal az Orszolgalati egységbdl egyszerre 4 ember all Orségben. Hany tagbol all az
Orszolgalati egység, ha az Orségre 1365-féleképpen lehet 4 Ort kivalasztani? (az érdektelen, hogy a 4
fobol ki melyik sarkan all a laktanyéanak)

127. Egy elemi halmaznak legfeljebb hany részhalmaza adhaté meg gy, hogy barmelyik kettd
metszete nemiires halmaz legyen?

128. Hanyféleképpen lehet hat tanul6 kozott kilenc kiilonbozd targyat kiosztani ugy, hogy valamelyik
tanul6 harmat valamelyik kettét és a tobbi egy-egy targyat kapjon?

129. Tizenegy tanul6 harom csénakot bérel egy kétiilésest, egy négy iilésest és egy Ot lilésest.
a) Hanyféleképpen foglalhatnak helyet a csonakokban?

b) hanyféleképpen foglalhatnak helyet, ha két tanulo egy csonakba akar kertilni?

c) hanyféleképpen foglalhatnak helyet, ha 6t tanul6 szeretne egy csonakba keriilni?

(A csonakokon beliili elhelyezkedést sosem vessziik figyelembe.)



VII. GEOMETRIA
A haromszog magassagvonalai, silyvonalai, kozépvonalai
L.

1. Fejezziik ki a kovetkezo alakzatok kozépvonalainak hosszat az alakzat oldalainak segitségével:
a) haromszog;

b) paralelogramma;

c) trapéz (a szarak felezOpontjat 6sszekotd kozépvonal esetén).

2. Peti egy kartonbdl kivagott haromszoget a kdzépvonalai mentén feldarabolt, igy négy kisebb
haromszoget kapott. A négy haromszog keriiletét megmérte, majd az eredményeket Osszeadta, igy
Osszegként 57 cm-t kapott. Mekkora az eredeti haromszog kertilete?

3. Egy hegyesszogli haromszog két magassagvonala 200-0s szogben metszi egymast. Bizonyitsuk be,
hogy a haromszdgnek van 20°-0s szoge.

4. Egy trapéz szarait 6sszekotd kozépvonal hossza 15 cm. A trapéz két alapjanak hossza ugy aranylik
egymashoz, mint 2 : 3. Szamitsuk ki a trapéz alapjainak hosszat.

5. Bizonyitsuk be, hogy minden négyszog két szomszédos oldalanak felezOpontjait sszekotd szakasz
hossza megegyezik az egyik atlo felével.

IL.

6. Bizonyitsuk be, hogy ha egy haromszog alapt gesztenyetortat a csiicsoktol a stlypontig terjedd
egyenes vagasokkal szétvagunk, akkor a kapott részek harom testvér kozott igazsagosan
szétoszthatok, azaz mindegyik szelet alapteriilete ugyanakkora.

7. Hogyan lehet egy haromszog alapu gesztenyetortdt négy testvér kozott egyenes vagasokkal
felosztani, ha azt akarjuk, hogy a testvérek altal kapott szeletek pontosan ugyanolyan méretiiek
legyenek? Valaszunkat indokoljuk.

8. Igazoljuk, hogy minden négyszdg oldalfelezd pontjai paralelogrammat alkotnak.
9. Huzzuk be egy trapéz szarait sszekotd kozépvonalat és az egyik atlojat. Bizonyitsuk be, hogy az
a két szakasz, amelyre az atlo osztja a kozépvonalat, a trapéz két alapjanak felével egyenld. Az egyik

rész az egyik alap felével, a masik rész a masik alap felével.

10. Egy derékszogli haromszog atfogdja 25 cm, egyik kézépvonala 12 cm. Szamitsuk ki a stlyvona-
lak hosszat.

11. Egy haromszog oldalai 1,2 cm, 2 cm, 1,6 cm. Mekkora teriiletli hdromszdget hataroznak meg ezen
haromszog kozépvonalai?



II1.

12. Vegylink fel egy altalanos ABCD négyszoget és hlizzuk be az 4tloit. Az AB oldal felezdpontja P,
a CD oldal felezépontja R, az AC 4atl6 felezOpontja S, a BD atlo felezOpontja T. Milyen
tulajdonsaggal, tulajdonsdgokkal rendelkezik a PSRT négyszog?

13. Milyen négyszoget alkotnak egy a) négyszog oldalfelezd pontjai, b) egy rombusz oldalfelez6
pontjai, ¢) egy téglalap oldalfelezd pontjai?

14. Bizonyitsuk be, hogy barmely konvex négyszog kézépvonalai felezi egymast.

15. Van-e a szabalyos haromszogoén kiviil olyan haromszog, amelynek a harom sulyvonala
ugyanolyan hosszusagu?

16. A hegyesszogi ABC haromszog M magassagpontjat tiikrozziik az AB oldal F felezépontjara, igy
kapjuk az M' pontot.

a) Bizonyitsuk be, hogy az AM 'BC négyszogben az A és B csucsokndl 90°-os szog van.

b) Bizonyitsuk be, hogy M' illeszkedik az ABC haromszog koré irt korére.

17. A T11.38b) feladat eredményének felhasznalasaval lassuk be, hogy a haromszdg sulyvonalainak
négyzetdsszege megegyezik az oldalak négyzetosszegének haromnegyedszeresével.

Keriileti és kozépponti szogek
18. Szamitsuk ki a korcikk teriiletét és a hatdrolo koriv hosszat, ha a sugar 8 cm, a kdzépponti szoge
pedig 15°, 60°, 115°, 150°

19. Mekkora az 5 cm sugart korcikk kozépponti szogének mértéke fokban, illetve radidnban, ha a
hatarolo koriv hossza 5 cm, 8 cm, 12 cm, 25 cm?

20. Szamitsuk ki a korcikk sugarat €s kdzépponti szogének mértékét fokban és radianban, ha teriilete
32 cm?, hatarolo korivének hossza 8 cm, 11, 7 cm, 13,85 cm

21. Mekkora keriileti sz6g tartozik ahhoz a korivhez, amelyhez tartozé kézépponti sz6g nagysaga
16°, 31°, 70°, 180°, 210°, 350°

22. Mekkora kozépponti sz0g tartozik ahhoz a korivhez, amelyhez tartozoé keriileti szog nagysaga
10°, 35°, 90°, 150°, 160°, 175°7

23. Mekkora kozépponti illetve kertileti szog tartozik ahhoz a korivhez, amelynek hossza a kor
keriiletének é—a, S-e, %—a, 50%-a, 75%-a?

24, Egy kor egy rogzitett korivéhez tartozd kézépponti szog 70°-kal nagyobb, mint a rajta nyugvo
kertileti szog. Szamitsuk ki a koriven nyugvo kdzépponti és kertileti sz0g nagysagat.

25. A kor egy rogzitett ivéhez tartozo kdzépponti €s keriileti szog dsszege 80°. Szamitsuk ki a kdzép-
ponti és kertileti szogeket.



26. A kort egy hurja két korszeletre bontja. A htir a kor kozéppontjabdl a) 15°, b) 37°, ¢) 50° szogben
latszik. Mekkora szogben latszik a hur a kisebb korszeletet hatarolé koriv pontjaibol?

27. Egy haromszog koré irhatd kor sugara 15 cm. A haromszog csucsai a kort harom olyan korivre
bontjak, amelyek, amelyek hosszanak aranya 2:3:7. Szamitsuk ki a haromszog szogeit, valamint a
keletkezo korivek hosszat.

28. Mekkora szogben latszik a haromszog koré irt kor kozéppontjabol a haromszog o szogével
szemkozti oldala?

29. Egy haromszog két oldala a koré irt kor kozéppontjabol 126°-os, illetve 68°-0s szogben latszik.
Mekkorak a haromszog szogei?

30. A kort egy hurja két ivre vagja. Az egyik iv pontjaibol a hur 128°-os szogben latszik Mekkora a
masik iv pontjaibol a hir 1atoszoge?

31. Egy pontbdl egy korhoz htizott két érintd 67°-0s szdget zar be. Mekkora szogben latszik az érintési
pontokat 0sszekotd hur a kor pontjaibol?

32. Helyezziink egy korben egy sugar hosszusagu hurt. Mekkora szogben latszik ez a kor pontjaibol?
33. Mekkora az a kertileti szog, amelynek szaraibdl a kor egy-egy sugar hosszusagu szakaszt vag le?
34. Mekkora az a kertileti sz0g, amelynek egyik szara a kor sugara, masik a kor atmérdje?

35. Rajzoljuk meg egy ABC haromszog A csticsahoz tartozé szdgfelezot és hosszabbitsuk azt meg a
koré irt korig. Igy a P ponthoz jutunk. Bizonyitsuk be, hogy PB = PC.

36. Bizonyitsuk be, hogy a haromszdg barmely cstcsabdl kiindul szogfelezd és ezen cstcesal szem-
kozti oldal felezOmerdleges a kore irt koron metszik egymast.

37. Huzzuk be egy haromszog A és B cslicsaibol indulé magassdgvonalakat €s hosszabbitsuk meg
ezeket a kore irt korig. Legyen az igy kapott két pont R és S. Lassuk be, hogy RC = SC.

38. Hosszabbitsuk meg a haromszog magassagvonalait a koré irt korig. Lassuk be, hogy ezen harom
pont altal alkotott haromszog szogfelezdi egybeesnek az eredeti haromszog magassagvonalaival.

39. a) Egy haromszog harom szoge 50°, 60°, 70°. Rajzoljuk meg a haromszdg csucsaiban a koré irt
kor érint6it. Szamitsuk ki ezen érintdk altal meghatarozott haromszog szdgeit. b) Legyenek a, B, v
egy hegyesszogli haromszog szogei. Rajzoljuk meg a haromszog csucsaiban a koré irt kor érintdit.
Fejezziik ki az érintdk altal meghatarozott haromszog szdgei a-val, B-val, y-val.

40. Egy haromszog szogei a, B, y. Mekkordk annak a haromszdgnek a szogei, amelyet a beirt kor
érintési pontjai hataroznak meg?

41. Egy korhoz két pontjaban érintdket huzunk. Mekkora szdget zarnak be az érintdk, ha az érintési
pontokat 6sszekdtd hur a kor kozéppontjabol a) 20°, b) 60°, ¢) 130°-os szogben latszik.?

42. A hegyesszogli ABC haromszog koré irt kdréhez a hdromszog csticsaiban érintdket huzunk. Az
érintéegyenesek altal kozrefogott haromszog két szoge 70° és 84°. Szamitsuk ki az ABC haromszog
szogeinek nagysagat.



Latokoriv, latoszog

43. frjunk kort egy egyenld oldalt haromszog koré, és tiizziink ki a kor keriiletén egy pontot. Mekkora
szOgben latszanak ebbdl a pontbdl a haromszog oldalai?

44. Tlzziink ki két jo kedvii pontot, A-t €s B-t és adjunk meg egy a szoget és egy e egyenest.
Szerkessziink az egyenesen olyan pontot, amelybdl az AB szakasz o szogben latszik.

45. Tizziink ki két biztos pontot (A, B) és vegyiink fel egy kort. Szerkessziik e koron olyan pontot,
amelybdl az AB szakasz 30 fokos szogben latszik.

46. Egy szog egyik szaran tlizziink ki egy c szakaszt, a masikon egy b szakaszt, tovabba vegyiink fel
egy v és egy P szoget. Szerkessziink olyan pontot, amelybdl a ¢ szakasz y, a b szakasz B szogben
latszik.

47. Egy négyzet belsejében hogyan lehet egy olyan pontot szerkeszteni, amelybdl két szomszédos
oldal egyike 90°-0s, masika 120°-o0s szogben latszik?

48. Tuzzink ki egy szakaszt és vegyiink fel egy a szakaszra merdleges €s a szakaszt nem metszd
egyenest. Szerkessziilk meg az egyenesen azt a pontot, amelybdl a szakasz a legnagyobb szogben
latszik.

49. Hogyan lehet azt a haromszdget megszerkeszteni, amelynek az a oldala 7 cm, az ezzel szemkdozti
szOge 45°, és az a oldalhoz tartoz6 magassaga 4 cm?

50. Hogyan lehet azt a hdromszoget megszerkeszteni, amelynek az a oldala 7 cm, az ezzel szemkozti
szoge 45°, és az a oldalhoz tartoz6 sulyvonala 5 cm?

51. Hogyan lehet megszerkeszteni azt a paralelogrammat, amelynek a két atloja 6 cm €s 8 cm, tovabba
az egyik szoge 60°?

52. Hogyan lehet azt a haromszoget megszerkeszteni, amelynek az a oldala 8 cm, a b oldalhoz tartozo
sulyvonala 5 cm, és tudjuk, hogy ez a sulyvonal a b oldallal 45°-0s szoget zar be?

53. Szerkessziink négyszoget a kovetkezd ot adatbol: két atloja, két szomszédos oldala €s a masik két
oldal altal bezart szog. Csak a szerkesztés menetét kell leirni vazlatrajz kiséretében.

54. Szerkessziink egy eldre felvett haromszogben egy olyan pontot, amelybdl mindharom oldal
ugyanakkora szogben latszik. (Segitség: mekkora ez a sz5g?)

55. Vegyiink fel egy szakaszt. Szerkessziilk meg azoknak a pontoknak a halmazat, amelyekbdl a
szakasz a) 75°-0s, b) 135°-0s, ¢) 150°-0s szogben latszik.

56. Vegyiink fel egy négyzetet. Hogyan lehet megszerkeszteni azokat a pontokat, amelyekbdl a
négyzet két szemkozti oldala 60°-os szogben latszik?



Hurnégyszogek

57. Huzzuk meg egy haromszog harom magassagvonalat. Bizonyitsuk be, hogy a haromszg magas-
sagpontja, egyik csucsa és az ebbdl a cstcsbol induld oldalakon levé magassagtalppontok egy kdron

vannak.
(Segitség: mit volna elég belatni?)

58. Bizonyitsuk be, hogy a hegyesszogli haromszog egy belsé pontjabol az oldalakra allitott
merdleges szakaszok a haromszdget harom hurnégyszogre bontjak.

59. Egy kor AB atméréjének B-n tul levd meghosszabbitasara C pontjaban allitsunk merdlegest. Ezt
a merblegest D pontban és a kort E pontban metszi egy A-bol htizott masik egyenes. Bizonyitsuk be,
hogy BCDE négyszog hurnégyszog.

60. Huzzunk két jelentdsen kiilonb6zo sugart egymast metszo kor metszéspontjain at egy-egy szelot.
Ezek mindkét kort még egy pontban metszik. Kossiik 6ssze az ugyanabban a korben levé mésodik

metszéspontokat. Bizonyitsuk be, hogy az igy nyert két egyenes parhuzamos.
(Segitség: kossiik ossze a két kor metszéspontjait egy szakasszal. Mit kaptunk? Arrél mit tudunk? Azt hogyan hasznalhatnank fel?)

61. El6fordulhat-e, hogy egy hurnégyszogben a szogek ugy aranylanak egymashoz, mint a) 3:5:4:4,
b) 2:5:4:4?

62. Egy hurnégyszognek egy koriiljarasi irdny szerinti szogeinek aranya
a) 3:2:3:4,b) 3:2:9:10, ¢) 5:20:31:16. Szamitsuk ki a négyszog szogeit.

63. Mekkorak annak a hurnégyszognek a szogei, amelynek két kiils6 szogének nagysaga
a) 35°, 120°, b) 70°, 65°, ¢) 85°, 155°.

64. Bizonyitsuk be, hogy a hurnégyszdg barmely belsd szoge ugyanakkor, mint a szemkozti kiilsé
szoge.

65. Lassuk be, hogy a hirnégyszog oldalainak felezOmerdlegesei egy pontban metszik egymast.

66. Bizonyitsuk be, hogy a haromszog két csucsa, €s a beldliik kiindulé magassagvonalak talppontjai
hturnégyszoget alkotnak.

67. Szerkessziink hurnégyszoget, ha adott harom oldala 3 cm, 4 cm, 4,5 cm, €s két ismert oldal altal
bezart szog.



Erinténégyszogek

68. Vegyiink fel egy ¢ szakaszt, €s ezen szemeljiink ki egy pontot, legyen ez E. Vegyiink fel tovabba
egy r tavolsagot. Szerkessziink haromszoget, amelynek egyik oldala c, az r sugara beirt kore E-ben
érinti a c oldalt.

69. Szerkessziink egy adott korhoz egy adott kiilsé pontbdl érintét.

70. Adjunk meg egy e egyenest €s vegyiink fel egy k kort. Szerkessziink a k korhéz az e egyenessel
parhuzamos érint6t.

71. Vegylink fel egy szoget ¢és egy r szakaszt. Szerkessziink r sugaru kort, amely érinti a szog két
szarat.

72. Hogyan lehet érintdnégyszoget szerkeszteni, ha adott a beirt kor sugara, a két oldala és e két oldal
altal kozbezart szog?

73. Vegylink fel harom szakaszt (a, b, r) és egy a szoget. Szerkessziik meg azt az érinténégyszoget,
amelynek két szomszédos oldala a és b, az altaluk bezart szog a, €s a beirt kor sugara .

74. Vegyiink fel harom szoget (a, B, v) és egy r szakaszt. Szerkessziik meg azt az érinténégyszoget,
amelynek a, B, y szogei vannak ¢és a beirt kdrének sugara r.

Vegyes feladatok

75. Az abran a vastagon kihuzott ivekhez tartozo keriileti szogek nincsenek bejeldlve. Legyenek ezek
B és v. Fejezziik ki a-t B-val és y-val.

A
76. Legyen a, B, y egy hegyesszogli haromszog harom szoge. Mekkora szoget zar be a haromszog

kore irt koréhez az o csiicsaban rajzolt érintd a szemkozti oldal egyenesével?

77. Szerkessziink haromszdget, ha az egyik oldala 5 cm, az ezzel szemkozti szoge 60° és haromszog
koré irt kor sugara 4,5 cm.

78. Bizonyitsuk be, hogy a szabalyos sokszog AB oldala a csticsokbol (kivéve A-t és B-t)
ugyanakkora szogben latszanak.

79. Egy szabdlyos sokszdg egyik oldala a koré irt kort két ivre bontja. Mekkora szog alatt latszik a
kisebb koriv pontjaibol a sokszog oldala? Az oldalak szama a) 5, b) 6, ¢) 12, d) n.



Nehezebb feladatok

80. Egy szinhaz feliilnézete 1athatd az abran. Tegytik fel, hogy a téglalap két hosszabb oldala mentén
végig oldalpaholyok vannak. Hogyan tudnank megszerkszteni az az oldalpaholyt, azaz a téglalap
hosszabb oldaldnak azt a pontjat, amelybdl a legnagyobb szog alatt latszik a szinpad.

(Segitség: rajzoljuk be a szinpad kiilonboz6 szogt latokdoriveit.)

szinpog

81. Vegyiink fel két szoget (a, B) és egy kort. Szerkessziink a korbe egy haromszoget, amelynek két
szoge a és fB .

82. Bizonyitsuk be, hogy a kovetkezd harom egyenes egyenld szari haromszoget hatdroz meg. A
haromszog egyik cstcsabdl huzott szogfelezo, a korhdz ugyanabban a cstucsban hiizott érintd és a
csuicesal szemkozti oldal egyenese.

83. Igazoljuk, hogy minden négyszog szogfelez6i hurnégyszoget zarnak kozre.

84. Rajzoljunk érintt a hdromszog koré irt koréhez az egyik csicsaban €s messiik el a csticshoz
tartozo két oldalt egy ezzel az érintével parhuzamos egyenessel. Mutassuk meg, hogy a haromszogbdl
igy lemetszett négyszog hlirnégyszog.

85. Két jelentdsen kiilonb6zd sugart érintkezd kor érintési pontjat 4t hizzunk egy szeldt. Ez mindkét
korbdl kimetsz egy hurt. Bizonyitsuk be, hogy mindkét hirhoz ugyanakkora kézépponti szog tartozik.

86. K¢ét jelentdsen kiilonb6zd sugart metszd kor egyik metszéspontjan at huzzunk egy tetszdleges
egyenest. Mutassuk meg, hogy ennek az egyenesnek a korokon beliil fekvd darabja a két kor masik
metszéspontjabol mindig ugyanakkora szogben latszik, akarhogy is hizzuk meg az egyenest.



VIII. FELADATGYUJTEMENY
Oszthatosag, primszamok

1. Van-e olyan p primszam, amelyre 2025 - p + 1 kifejezés értéke is primszam?
2. Igaz-e, hogy minden 3-ndl nagyobb egész szam eldallithatd primszamok dsszegeként?

3. Egy apanak ¢és két kiilonboz6 koru kisgyermekének életkora ugyanazon primszam hatvéanyai. Egy
évvel ezel6tt mindhdrmuk életkora primszam volt. Hany éves volt akkor a legkisebb gyerek?

4. Harom testvér koziil a legidésebb 14 évvel iddsebb a legfiatalabbndl, a kdzEépso testvér pedig 4
évvel fiatalabb a legiddsebbnél. Mindharmuk életkora primszam. Hany évesek?

5. Bizonyitsd be, hogy az 5-nél nagyobb ikerprimek 6sszege oszthatd 12-vel.

6. Hany olyan primszam van 100 és 300 kozott, amelyben a szamjegyek 6sszege 15?

7. Hany olyan primszam van 100 és 300 kozott, amelyben a szamjegyek szorzata 15?

8. Hany olyan x egész szam van, amelyre az x — 40, x — 50, x — 60 szdmok mindegyike prim?
9. Az els6 100 primszam reciprokanak 0sszege miért nem lehet egész szam?

10. a) Hany olyan pozitiv egész szadm van 120-ig, amely 2-vel vagy 3-mal oszthat6?
b) Héany olyan pozitiv egész szdm van 1000-ig, amely sem 2-vel, sem 3-mal nem oszthat6?

11. Hany olyan pozitiv egész szdm van 120-ig, amely 2-vel vagy 3-mal oszthat6?
12. Az 1,2,3, ..., 1000 szamok kozott hany olyan van, amely sem 2-vel, sem 3-mal nem oszthat6?

13. Hany olyan 120-nal kisebb pozitiv egész szam van, amely nem oszthat6 a 2, 3, és 5 primek
egyikével sem?

14. Hany olyan természetes szam van, amely osztoja
a) a 30 és 72 szamok valamelyikének,

b) a 1040 és a 2030 szamok valamelyikének?

15. Héany olyan négyjegyli természetes szdm van, amelynek szdmjegyei kozott van primszam és
négyzetszam is?

16. Mi a 20152°15 4 20152%165sszeg utolséd 6 szamjegye?

17. Az {1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9} halmaznak hany olyan kételemli részhalmaza van, amelyben az
elemek Osszege oszthatd 3-mal?

18. Melyik 15-nek az a legkisebb pozitiv tobbszordse, amelynek tizes szamrendszerbeli alakja csak a
0 és a 7 szamjegyeket tartalmazza?



19. Az N pozitiv egész szam pozitiv osztdinak a szorzata 3°°°. Hatdrozzuk meg az N szdm utolsd
szamjegyeét.

20. Hany olyan hatjegyii természetes szam van, amelynek 2011-gyel vald osztasi maradéka 2010?
21. Adjuk meg az Osszes olyan n pozitiv egész szamot, amelyre teljesiil, hogyha az n, n+4, n+8

szamok pozitiv osztdinak szamat dsszeadjuk, hatot kapunk eredményiil. (Példdul n=10 esetén a 10,
14, 18 szamharmasnal az 0szt6 szamanak dsszege 4+4+6=14.)

Algebra

22. Az x és y pozitiv egészekre xy + x + y = 34. Hatdrozzuk meg x + y értékét.
23. Miért nem lehet az ab(a + b) = 2023 egyenletet megoldani az egész szamok korében?

24. Miért nem lehet a 2022* + 2023* = 2024” egyenletet megoldani a pozitiv egész szamok
korében?

25. Szét lehet-e osztani két csoportba 6t egymast kovetd egész szamot igy, hogy a két csoportban
levé szamok szorzata ugyanannyi legyen?

26. Melyik az a hdromjegyt tizes szamrendszerbeli szam, amely 6tszordse a szamjegyei szorzatanak?
27. Hatarozd meg azt a kiilonb6z0 jegyekbol allo legkisebb hatjegyli szamot, amely oszthatd 11-gyel.
28. Harom kiilonbozo életkora matematikus észrevette, hogy ha egyikiik életkorahoz hozzaadjuk a
masik kettd atlagéletkorat, akkor a 65, 69, 76 szamokat kapjadk. Mennyi a harom matematikus

atlagéletkora?

29. Egy sorozat elsé tagja 4, a hatodik tagja pedig 47. Barmelyik tag (a harmadiktdl kezdve)
megegyezik az adott tag eldtt 4116 két tag dsszegével. Mennyi lesz a sorozat harmadik tagja?

30. Egy 10 méter hosszu elére halad6 gyereksor végérdl a kisérdjiik a sor elejére ment, majd amikor
odaért, visszafordult és ismét a sor végére ment. A kisérd haromszor olyan gyorsan haladt, mint a
gyerekek. Mekkora utat tettek meg a gyerekek, mire a kisérd ismét a sor végére ért?

31. Alakitsd szorzatta: ab +a — b — 1 ab+2a+3b+6 ab—2a+3b—-6
32. Hany megoldésa van az egyenletnek a pozitiv egészek korében?
ab + 2a + 3b = 38 Zyi=2 R
1 b 7 1 b ab 7

33. Egy kiilonc festd csak olyan téglalap alaki vasznon hajlandé dolgozni, amelynek teriilete annyi
négyzetméter, ahany méter a keriilete. Hanyféle vasznat tud hasznalni?

34. A b és c pozitiv egészekre b2 — bc = 23. Mennyi a ¢ értéke?
35. Miért nem lehet megoldani az egész szamok korében az a? — 3b = 17 egyenletet?

36. Miért nem négyzetszam a 2, 3, 4, 6, 7, 8 szamjegyek valamilyen sorrendjében felirt hatjegyti
szam?



39. Leirtuk sorban egymas mellé a pozitiv egész szamokat 1-t61 2023-ig. Az igy kapott tizes
szdmrendszerbeli szdm négyzetszam vagy sem?

40. Milyen szamjegyre végzédik az 1! + 2! + 3! + 4! + --- + 9! szam?

41. Megoldhat6-e az egész szamok korében az ab(a — b) = 13013 egyenlet?

42. Megoldhato-e az egész szamok korében az 18x — 15y = 10 egyenlet?

43. Alakitsd szorzatta: ab+a—b — 1 ab+2a+3b+6 ab—2a+3b—6

44. Lassuk be, hogy minden a és b esetén teljesiil, hogy a? + b? > 2ab

45. Lassuk be, hogy minden a és b és ¢ és d esetén teljesiil, hogy a? + b% + ¢2 + d? > 2ab + 2cd

46. Abrazoljuk a koordinatarendszerben azokat a pontokat, amelyek koordinatai kielégitik a
kovetkezd egyenleteket, egyenltlenségeket:

y>x+4 xy >0 y—2—4x<0 x24+y2=0 lyl = x|

y+4 < |« x—3)2+@+2)2=0 @-2)x+3)>0 ly| = x
Oldjuk meg az egyenleteket (47-55.)

47.(x+3)2+2=1—fy 51.V/3—-x=x-5

48. (x — 12+ 1= 1 52.16.(x —1D)*+(y—1)2=0

1+y2

5 53.17.x% + y? = 4x — 10y — 29

1+(z+5)2

9. (x+7)*+4=
54.18. x% + y? = 10x + 14y — 74

50.v3—x =4
55.a% 4+ b* 4+ c?>+14a —2b — 4c = —54

56. a? + b%? + ¢? = ab + ac + bc. Lassuk be, hogy a = b = c.
57. (a + b + ¢)? = 3(a® + b? + ¢?) Lassuk be, hogy a = b = c.
58. Lassuk be: a? + b2 + ¢? = 2a — 4b — 6¢ — 14

59. Lassuk be: 2a? + ¢? > 2ab — 2ac

60. Lassuk be: a® + b% + c¢? > ab + bc + ca

Oldjuk meg a egyenleteket (61-64.)

61.|||||x|—1|—1|—1|—1‘=0 63.|x+ 5| =-2x+3

62.1x — 3| =x + 4 64. 2~ 11 —x|| = 1



65. Ha egy szam reciprokat, ellentettjét és abszolut értékét 6sszeadjuk, ugyanazt a szdmot kapjuk,
mintha ezt a harom szamot 6sszeszoroztuk volna. Mennyi volt az eredeti szdm négyzete?

66. Oldjuk meg az egész szamok halmazan: |||x -1+1|- 1| + 1‘ = 2004

67.|lx—1—-1|=x-2

68. Oldjuk meg a valds szdmok halmazan: |fc—j| = jz—j

69. Oldjuk meg a valds szdmok halmazan: |x7+1| >p

70. Abrazoljuk: a)y = 3[x] —4 b)y=—{x —4} )y = |—-[x—1]
71. Oldjuk meg: |[x]| = [|x]]

72. Oldjuk meg a valds szémok halmazan: |1 + |x + 1|| = x — [x]
73. Oldjuk meg a valds szamok halmazan: 8 - [ﬂ = |x + 4|

e ’ y , a Q. ’ roar . 1
74. Az a, b pozitiv valds szdmokraaz a + b, a — b, ab és > kifejezések értéke novekvo sorrendben
3 47

-, =,— Melyik ez a két szdm?
4° 374

1
ZI

75. Egy medencét harom csapon keresztiil lehet feltdlteni. Az 1. és a 2. csap 6 oOra alatt, a 2. és 3. csap
4 6ra alatt, az 1. és 3. csap 3 ora alatt tolti fel a medencét. Mennyi id6 alatt toltik fel a medencét az
egyes csapok kiilon-kiilon?

76. Az a és b nullatdl kiilonb6z6 valds szdmokra teljesiil a kovetkezd 0sszefligges:
a® + (3b? + 1)b + (3b? + 1)a + b3 = 0 Mennyi lehet az % hanyados értéke?

77. Mely x €s y pozitiv egész szdmokra igaz az egyenldség?
x2—y?+2x—6y—25=0

X

78. Oldjuk meg a valds szamok halmazan az [2] + [Z?x] = x egyenletet, ahol [x] a legnagyobb egész

szamot jelenti, amely még nem nagyobb, mint x.



Kombinatorika

79. Hany olyan négyjegyli szam van, amelynek jegyei kozott az 1 és 2 szamjegyek kozott legalabb
az egyik szerepel?

80. Hany o6tjegyti palindrom szam van?
81. Hany olyan 6tjegyli szam van, amelyben a szdmjegyek 0sszege paros?

82. Egy osztaly tanuldi harom turat terveztek. Mindegyiken 15 didk vett részt. Az els6 tura résztvevoi
koziil heten mentek el a masodikra, nyolcan a harmadikra. A mésodik tara 6t résztvevdje vett részt a
harmadikon. Négy didk volt, aki haromszor turazott. Hany tanul6 volt jelen a hdrom tiranak legalabb
az egyikén?

83. Egy 30 f0s osztaly tanul6i harom nyelvet tanulnak: angolt, németet és franciat. Minden didk
legalabb egy nyelvet tanul: angolt 14-en, németet 15-en, franciat 11-en, pontosan két nyelvet 6-an.
Hanyan tanuljadk mindharom nyelvet?

84. Egy versenyen négy feladatot tliztek ki. Az 50 versenyzd koziil az elsé feladatot 44-en, a
masodikat 41-en, a harmadikat 36-an, a negyediket 29-en oldottdk meg. Hanyan oldottdk meg a
harmadik és negyedik feladatot is, ha nem volt olyan, aki mindegyiket megoldotta?

85. Egy 30 f6s osztaly tanuléi harom nyelvet tanulnak, angolt, németet, francidt. Minden didk
legalabb egy nyelvet tanul: angolt 14-en, németet 15-en, franciat 11-en, pontosan két nyelvet pedig
6-an. Hanyan tanuljak mindharom nyelvet?

86. Egy matematikaversenyen harom feladatot tliztek ki. A versenyen elinduld 27 versenyzo koziil
az elsd feladatot 22-en, a masodikat 18-an, a harmadikat 14-en oldottdk meg. Hanyan oldottak meg a
masodik és harmadik feladatot is, ha mindhdrom feladatot senki sem oldotta meg?

87. Az iskolai biifé elétt sorban allnak Juci, Viktor, Anna, Déri, Adam. Hanyféleképpen allhatnak
sorba?

88. Egy korforgalomban 4 aut6 halad egymas utan, egy Opel, egy Ford, egy Audi és egy Renault.
Héanyféle sorrendben haladhatnak?

89. Hany kiilonb6z6 uton juthatunk el a 8x8-as sakktabla bal also sarkdbol a jobb felsd sarkdba, ha
minden alkalommal egyet 1épiink vagy jobbra, vagy felfelé¢?

90. Héany 5-tel oszthat6 6tjegyti szam képezhetd a 0, 1, 2, 3, 4 szadmjegyekbdl, ha, minden szamjegy
csak egyszer szerepelhet?

91. Hany haromjegyli szam készithetd az 1, 2, 3, 4-es szamkartyakbol, ha mindegyikbdl egy-egy
darab van?

92. Egy versenyen 42-en indulnak. Az 0ijsagok csak az elsd hat helyezett nevét kozlik. Hanyféle lehet
ez a lista?

93. Egy fagylaltarusnal otféle fagylalt van. Valaki szeretne egy kétgombocos fagylaltot venni.
Hanyféleképpen teheti ezt meg, ha tolcsérbe kéri  a) a két gombode kiilonbozd, és a sorrendjiik is
szamit? b) a két gomboc lehet egyforma is?



94. Hany kiilonb6z6 terméket lehet egy kilencjegyli, 0 és 1 szamjegyekbdl allo koddal
megkiilonboztetni, ha abban megallapodtak, hogy az elsd jegy csak 1-es Iehet?

95. A 8, 2, 6, 3, 4 szdmjegyekkel négyjegyli szamokat irunk fel ugy, hogy minden szamjegyet
tobbszor is felhasznalhatunk. Hany kiilonb6z6 szamot tudunk felirni?

96. Hany darab paratlan, pontosan 6tjegyli szam van a tizes szamrendszerben?

97. Hany 5-tel oszthaté negyjegyli szam képezhetd az 1, 3, 5, 7, 9 szamjegyekbdl, ha a szamok
képzésénél egy-egy szamjegy csak egyszer szerepelhet? Irjuk fel ezeket.

98. Egy kétvalasztasos (igen-nem) teszten 10 kérdést tettek fel. Hanyféleképpen lehetséges 8 helyes
valaszt adni?

99. Az iskolai biifében mar csak nyolc kiillonbozd siitemény van. Hanyféleképp valaszthat ki ezek
koziil maganak 6tot Alex?

100. Nyolc labdarigo csapat egyfordulds kormérkézést jatszott egymassal. Atlagosan hany gol esett
egy mérkdzésen, ha dsszesen 120 golt ragtak?

101. A0, 1,2,........ 9 szamjegyekbdl all6 halmaznak hany 5 elemi részhalmaza van?
102. Egy hétszemélyes tarsasdgban mindenki, mindenkivel kezet fog. Hany kézfogas ez dsszesen?
103. Hany egyenest hataroznak meg a szabalyos tizenkétszog cstiicspontjai?

104. A 200 m-es melluszas dontdjében nyolcan indulnak.
a) Hanyféle beérkezési sorrend lehetséges?
b) Hanyféle dobogos sorrend lehetséges?

105. Evvégén a 28 fOs osztalyban harom jutalmat ad at az osztalyfonok. Hanyféle jutalmazis
lehetséges, ha egy didk

a) csak egyet kaphat a 3 kiilonb6z6 konyv koziil?

b) tobbet is kaphat a 3 kiilonb6z6 konyv koziil?

c) csak egyet kaphat a 3 egyforma konyv koziil?

106. Hanyféleképpen helyezkedhet el 10 hazaspar egy sorban igy, hogy a férjek a feleségiik mellé
keriilnek?

107. Egy szabdlyos jatékkockat hatszor egymads utan feldobunk. A kapott eredményeket rendre
egymas mellé irjuk. a) Hanyféle kimenetele lehet a kisérletnek? b) Hany olyan kimenetele lehet a
kisérletnek, amelyben az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szdmok mindegyike el6fordul?

108. Egy didknak Ot egymdst kovetd tanitdsi napon matematika, angol, bioldgia és fizika
tantargyakbol kell dolgozatot irnia ebben a sorrendben tigy, hogy egy napon legfeljebb két dolgozatot
irhat. Hanyféleképpen oszthatjak el a didk dolgozatait az 6t napon? (A dolgozatok egy-egy napon
beliili konkrét idopontjai nem szamitanak.)



Geometria

109. Az ABCD téglalap A csucsabdl huzott, az AB oldallal 60°-os szoget bezaro egyenes a BC oldal
B-n tili meghosszabbitasat az E pontban metszi. AZ EDC sz6g 30°-0s, a BC oldal hossza 12. Milyen
hosszt az EC szakasz?

110. Megrajzoltuk egy téglalap egyik atlojanak felezd merdlegesét, ez a téglalap egyik oldalat 1:2
aranyban osztja. Mekkora szoget zarnak be a téglalap atl6i?

111. Az ABCDEF szabdlyos hatszog AB oldalegyenesének AB-n kiviili G pontjara AGE « = 45°.
Mekkora az AGC szog?

112. Az ABC héaromszogben ACB <« = 30°, CAB « = 45°, tovabba M a BC oldal felezépontja.
Hat4rozd meg az AMB <« sz0g nagysagat.

113. Egy hatszog szogei egyenldk. Az oldalak hossza koriiljaras szerint 7, 15, 14, 4, 18, x. Mekkora
az x?

114. Az ABC haromszdg AB oldalanak felezopontja E, a CB oldal egyik pontja G, és AG felezi a CE
szakaszt, tovabba CE merdleges az AG szakaszra.
Mekkora az AC oldal, ha AB =28 és BC = 24?

115. Az ABC haromszdgben AB=AC. Az AB oldal egyenesének B-n tuli meghosszabbitasan fekszik
a D pont gy, hogy AB = BD. Az AB oldal felez6pontja E.
Bizonyitsuk be, hogy CD = 2 - CE.

116. Egy hurtrapézt az egyik atloja két egyenld szari haromszogre bontja. Szamitsuk ki a trapéz
szogeit.

117. Egy hurtrapéz magassaga 10, az 4tl6i merdlegesek egymasra. Mekkora a teriilete?
118. Egy derékszogli trapéz egyik alapja és hosszabbik szara 4 egység. A 4 egység hosszu szakaszon
fekvd derékszogli csucsbol indulo atlo 30°-os szoget zar be az ugyanebbdl a csucsbol indulod szarral.

Mekkora a trapéz kdzépvonala?

119. Adott két négyzet. Mindenféle mérés nélkiil szerkessziink egy olyan négyzetet, amelynek a
tertilete a két négyzet teriiletének a kiilonbsége.

120. Szamoljuk ki a téglatest testatldjat, ha az €élek hossza 3, 4, 12.

121. Az ABCD téglalap belsejében felvettiink egy P pontot.
Mutasd meg hogy PA? + PC? = PB? + PD?.

122. Miért nem lehet olyan haromszoget késziteni, amelynek két oldala 8 és 13 cm, és a hozzajuk
tartoz6 magassagok 8 és 5 cm hosszuak?



123. Szamitsd ki a kis kor sugarat, r-et
a bal oldali 4bran, ha a legnagyobb
félkor sugara 12.

124. Szamitsd ki a legkiseb kor sugarat
a jobb oldali dbran, ha a félkor sugara
12.

125. Mutassuk meg, hogy a haromszog oldalfelezé pontjai alkotta haromszog magassagpontja az
eredeti haromszog koré irt kor kdzéppontjaval esik egybe.

126. Mutassuk meg hogy egy haromszdg oldalai mint atmérdk folé szerkesztett korok kozos
huregyenesei egy k6z0s ponton mennek at.

127. Egy kor valamely huranak egyik végpontjat kossiik 6ssze a kor kozéppontjaval. Bizonyitsuk be,
hogy az igy kapott sugar Thalész kore felezi a htrt.

128. Igazoljuk, hogy a hozza irt korok kozéppontjai altal meghatarozott haromszog magassagvonalai
az eredeti haromszog szogfelezoi.

129. Bizonyitsuk be, hogy a haromszog egy hozzéd irt kore a meghosszabbitott oldalakat azok
metszéspontjabol félkertilet tavolsagra érinti.

130. Bizonyitsuk be, hogy a paralelogramma csucsaib6l az 4tlok a emelt merdlegesek talppontjai egy
paralelogramma csucsai.

131. Mutassuk meg, hogy egy kor atmérdjének végpontjai téglalapot hataroznak meg.
132. Bizonyitsuk be, hogy a rombusz oldalfelezd pontjai téglalap cstcsai.

133. Egy egyenld szart trapéz hegyes szogei 45 fokosak hosszabbik alapja 10 cm, magassaga 2 cm.
Mekkora a rovidebb alap?

134. Egy trapéz rovidebb alapja c. Az atlok a kdzépvonalat harom egyenld részre bontjak. Mekkora
a masik alap?

135. Egy hegyesszogli haromszdget 2 magassagvonala 4 részre bontja. Tudjuk, hogy ebbdl a 4 részbol
2-2-nek egyenld a teriilete. Mekkorak a haromszog szogei?

136. Egy e egyenesen felvessziik az A, B, C pontokat ugy, hogy AB =2, BC =6 és a B pont az AC
szakasz belsd pontja. Az e egyenes azonos partjdn az AC és BC szakaszokra olyan ACE és BCF
haromszogeket rajzolunk, melyekre AE =6 és CE =7, illetve BF = 8 és CF = 7. Legyen D a BF és a
CE szakaszok metszéspontja. Hatarozzuk meg az ABDE négyszog és a CDF haromszog tertiletének
aranyat!

137. Egy kort az AB atmérdje két ivre osztja. Ezek koziil az egyiken kijeldljiik a C és D pontokat.
Legyen az AC és BD egyenesek metszéspontja P, az AD és BC egyeneseké pedig Q. Mekkora szoget
zar be a PQ egyenes az AB atmérdvel?

138. Egy trapézrdl tudjuk, hogy az egyik belsd szoge derékszog és két kiilsé szogének aranya 4 : 5.
Mekkora lehet a trapéz legkisebb belso szoge?



139. Milyen aranyban osztjak az ABCDEF szabalyos hatszog AC és BF atloi egymast?

140. Az ABCDEF f hatszogre igaz, hogy minden szoge 120°, AB oldala 2 cm, BC oldala 7 cm, CD
oldala 3 cm, és DE =4 cm. Milyen hosszuak azt EF ¢és az FA oldalak?

141. Az ABC haromszog AB oldal a 26 cm. Az A csucsbol indul6 sulyvonal 18 cm, a C csticsbol
indul6 sulyvonal 15 cm. Mekkora a haromszdg teriilete?

142. Egy sz0g csucsa az A pont, szarai s, és S,. Felvessziik a s; szog szaran a B, C, az s, szaran a D,
E pontokat ugy, hogy AB=BC=DC=EA. Hany fokos a sz6g?

Vegyes feladatok

143. Miért nem lesz 6-tal oszthatd 6 egymast kdvetd egész szam Osszege?
144. Egy kor alaku asztalndl tizenegyen lilnek. Mindenki gondol egy egész szamra, majd mindenki

felirja egy cédulara két szomszédja szamanak Osszegét. Bizonyitsd be, hogy nem allhat minden
cédulan 2023.

145. Kés6 este egy autobuszon heten utaztak, mindenki a végallomason szallt le. A jatékos kedvii
sofér mindegyik utastol megkérdezte, hany embert ismer utastarsai koziil. A kovetkezd vélaszokat
kapta: 1, 2, 3, 6, 5, 3 1. A sofdr rovid gondolkodas utan rajott, hogy valaki nem mondott igazat.
Hogyan okoskodott a sofér? Az ismeretség kolcsonos.

146. Hany négyzetszam osztdja van a 7200-nak?

147. Egy csaladban az volt a szokas, hogy a tanév végén a harom testvér mindegyike apjatol annyi
konyvet kapott ajandékba, ahany éve iskoldba jar. Bizonyos id6 alatt dsszesen 25 konyviik gytlt
0ssze. Hanyadik osztalyt fejezték be akkor a testvérek?

148. Egy tavoli szigeten a felndtt ndk és férfiak koziil néhanyan hazassagban élnek egymassal. A
férfiak kétharmada nds és a ndk haromotdde férjezett. A felndtt szigetlakdk hanyad része él
hazassagban?

149. Mennyi ez? 12 —-22+4+32—-42452—...4992 - 1002 + 1012

150. Oldd meg az egyenletet anélkiil, hogy a két oldallal a hagyoméanyos miiveletek barmelyikét

. . x+1  x+2  x+3  x+4 | x+5
elvégeznéd: —+—+-——+—+—=5

151. Hany jegyti a 25 - 238 szorzat?

152. Melyik nagyobb? 2390 vagy 3200

153. Melyik nagyobb? 311! vagy 174

154. Hany olyan egész szam van, amelyre a — tort értéke egész szam?

155. Melyek azok az egész szamok, amelyekre a i—J_rg tort értéke is egész szam?



156. Miért nem négyzetszdm a 101° + 2 szam?
157. Miért nem négyzetszam a 20221° + 2 szdm?
158. Melyik szdm nagyobb? 321 vagy 231

159. Adottak az1 —x, 2 —x, 3 —x, ...., 100 — x kifejezések.
a) Szamoljuk ki a szorzatukat, ha x =77
b) Szamoljuk ki az 6sszegiiket, ha x = 50,50
¢) Mutassuk meg, hogy a szorzatuk x = 0-ra és x = 101-ra ugyanaz.

160. Szamitsuk ki a kovetkez6 Osszeget: 1002 — 992 + 982 — 972+ .. 22 — 11

1

161. a) Hozzuk a legegyszeriibb alakra: % -

1
99-100

b) Szamitsuk ki a kdvetkezd Gsszeget: 1—12 + % + 3—2 +... +

162. Szamitsuk ki a kovetkez6 dsszeget: 1002 — 992 + 982 — 972+ .., 22 — 11

o D . 1 1 1), (4 _ 1
163. Szamitsuk ki a kdvetkez6 0sszeget: (1 22) (1 32) (1 42) ...... (1 1002)
164. a) Bizonyitsuk be, hogy az 1, 2, . . ., 100 szamok koziil kivalaszthatdo 50 db ugy, hogy a
kivalasztottak szorzata négyzetszam legyen. b) Bizonyitsuk be, hogy az 1, 2, .. ., 2010 szamok koziil

kivalaszthato 1005 ugy, hogy a kivalasztottak szorzata négyzetszam legyen.

165. Tekintsiik az els6 30 pozitiv egész szam Osszegét, majd tetszoleges szdmu tag eldjelét
valtoztassuk meg. Megtehetjiik-e ezt Gigy, hogy a kapott dsszeg 300 legyen?

166. Egy 4 x 4-es tablazat mindegyik mezdjébe beirjuk az 1, 2, 3 szdmok valamelyikét.

a) Elérhet6-e igy, hogy minden sorban és minden oszlopban kiilonb6zzon a szamok 6sszege?
b) Elérhetd-e igy, hogy minden sorban, minden oszlopban és mindkét atloban kiillonb6zzon

a szdmok Osszege?

167. Melyik az a legkisebb természetes szam, amelynek barmely két szomszédos jegye kiilonbozo €s
a szamjegyek 0sszege 2013?

168. A 2011, 2012, 2013, 2014 szamok koziil melyek irhatok fel kettd vagy tobb egymadst kdvetd
pozitiv paratlan szam Osszegeként?

169. Egy eskiivoi vacsoran 16 fOs asztaltarsasag tagjai koziil néhanyan ismerik egymast. A nasznagy
megkérdezi az asztaltarsasag tagjait, hogy hany személyt ismernek az asztalnal til6k koziil. Az elsé
Ot valaszado altal kimondott 6t szam mindegyike kiilonbozik egymastol. any embert ismerhet a
hatodik személy az asztalnal iilok koziil? (A ismertséget kolcsondsnek tételezziik fel.)

170. Héany olyan kiilonb6zd (egymassal nem egybevagd) haromszog van, amelynek két oldala 2 cm
¢€s 7 cm hosszusagu, és a harmadik oldalhoz tartoz6 sulyvonal centiméterben vett mérdszdma is egész
szam?



171. Egy 3 x 3-as négyzetracs racspontjait kijeldlve az alabbi 16 pontbol all6 abrat kaptuk. Legfeljebb
hany pontot lehet kijel6lni a 16 pontbdl ugy, hogy a pontok koziil semelyik harom ne essen egy
egyenesre?

172. Az dbran az ABC, PQR ¢és XY Z haromszdgek lathatok, amelyek haromszogre van felosztva. A
10 kicsi haromszogbe az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 szdmokat kell elhelyezni (mindegyiket egyszer
felhasznalva) ugy, hogy az ABC, PQR ¢és XY Z haromszogekbe keriild szamok 0sszege egyenld
legyen. Az 1, 2, 4, 10 szamok elhelyezése eldre adott. Hany kiillonb6z6 maddon tolthetd ki az abra?
Adjuk meg a megfelel eseteket!

173. Egy zar, amelyen hdrom nyomdgomb van, akkor nyilik ki, ha a hdrom kiilonb6z6 gombot egy
meghatarozott sorrendben kozvetleniil egymas utdn nyomjuk meg. Legkevesebb hany
gombnyomasra van sziikkség ahhoz, hogy biztosan kinyiljon az zar? (A megfelelé6 harom
gombnyomast esetlegesen megel6z6 gombnyomasok sorozatanak nincs hatdsa az ar szerkezetére.)

174. Andras Béla Csaba Dénes és Elemér egy asztal koriil tilnek. Andrasnal kezdetben 6t kavics van,
A tobbieknél egy sincs. Egy 1épés abbdl all, hogy valaki, akinél legalabb két kavics van, a két
szomszédjanak az egyet-egyet. El tudjak e érni, hogy néhany 1épés utan mindannyiunknal pontosan
egy kavics legyen?

175. Egy négy f0s tarsasag a kovetkezd jatékot jatszotta. Egy zsdkba betettek harom piros és harom
kék sapkat, majd mindenki behunyt szemmel kihtzott egy sapkat és a fejére tette. Ezek utan
kinyitottdk a szemiiket, és megvizsgaltdk egymds sapkanak a szinét. A kovetkezd beszélgetés
jatszodott le kozottiik:

A: Nem tudom, hogy milyen szinii sapka van a fejemen.

B: Miel6tt ezt mondtad én is igy voltam vele, de most mar kitalaltam, hogy az én fejemen milyen
szinll sapka van. Milyen szin{i sapkat maradtak a zsakban?

176. A blvos négyzet egy olyan négyzet alakii szam tablazat,
amelynek minden egyes oszlopdban, soraban és atlojaban szerepld
harom szam Osszege ugyanannyi. Ezt az Osszeget szokas biivos
Osszegnek nevezni. Adjuk meg a mellékelt megkezdett (3x3-as)
blivos négyzet minden lehetséges kitoltését.

177. Héany olyan négyjegyll pozitiv egész szdm van, amelynek tizes
szamrendszerbeli alakjaban a szamjegyek szorzata oszthat6 10-zel?

178. Hanyféle olyan haromjegyli szam létezik, amelyben a szdmjegyek 0sszege €s szorzata egyenld?

179. Melyik az a legkisebb pozitiv egész n szam, amelyre igaz, hogy n darabszdmot kivalasztva az
els6 2020 pozitiv egész szam koziil, biztosan lesz kozottiik kettd, amelyek kiilonbsége 4?
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