A KOZOS GONDOLKODASRA KITUZOTT FELADATOK ES MEGOLDASAI
MATEKTABOR (9-12. OSZT.), VISEGRAD, 2025. OKTOBER 17-19.

1. Egy kockanak megjeloljiik a csucsait, lapkozéppontjait, €lfelezépontjait, és a kocka kozéppontjat,
osszesen 27 pontot. Hany olyan egyenes van, amelyre harom pont illeszkedik a megjeldltek koziil?

Megoldas: 49

2. Luca egy papirra novekvo sorrendben felirta azokat a négyjegyti szamokat, melyeknek szdmjegyei
kiilonbozoek és csokkend sorrendben allnak. Hanyadik helyen szerepel a négyjegytiek kozott a 86427

Megoldas. (a) A haromjegyii szamok koziil az els6 hét névekvé sorrendben a kovetkezd:
210, 310, 320, 321, 410, 420, 421.
Tehat a hetedik szam Luca lapjanak elsé oldalan a 421.

(b) Vegyiik észre, hogy ha adott négy kiilonbozd sziamjegy, akkor ez meghatiroz pontosan egy szamot,
mégpedig azt, amelyben az adott jegyek csdkkend sorrendben kévetik egymast.

Nézziik meg eldszir, hogy hiny olyan sziam van a lapon, amely kisebb, mint 8000. Ebben csak a
0,1,2,...,7 szamjegyeket lehet felhasznélni. Tehat annyi ilyen szam van a lapon, ahdnyféleképpen a
8 szamjegybdl kivilaszthatunk 4-et. Ezek szama:

8 8-7-6-5
SRR LY (1}
4 4-3-2-1
Nézziik meg, hogy hany olyan N szam van a lapon, amelyre igaz, hogy 8000 < N < 8600. Ezeknek az

elsd szamjegye biztosan 8-as, a maradék 3 helyre pedig a 0,1, 2,...,5 szamjegyek koziil vilaszthatunk.
Tehét hat szamjegy koziil kell valasztanunk 3-at, vagyis az ilyen szamok sziama:

6 6-5-
y 6 14_2[}.
3 3-2-1

Most nézziik meg, hogy hany olyan N szam van a lapon, amelyre igaz, hogy 8600 < N < 8640.

Ezeknek az elsd két sziamjegye biztosan 8-as és 6, a maradék 2 helyre pedig a 0,1, 2,3 szamjegyek
kéziil valaszthatunk. Tehat négy szamjegy koziil kell vilasztanunk 2-t, vagyis az ilyen szamok szima:

4 4-3 .
= — =i,
(2) 2-1

Végiil nézziik meg, hogy hiny olyan szam van a listin, amely legalibb 8460, de kisebb, mint 8642.
Ezek a 8640 és a 8641.

Osszegezve: Luca lapjanak hatoldalan 70 + 20 + 6 + 2 = 98 olyan szam all, amely kisebb, mint 8642.
Tehat a keresett szam a 99. helyen szerepel a lap hatoldalan.



3. Ossz fel egy 10 egység oldalhosszusagi négyzetet hét darab egyenld szaru, derékszogi
haromszogre, amelyek teriilete novekvo sorrendben: 1, 2, 4, 9, 16, 18, 50 teriiletegység.

Megoldas. A helyes felosztis:

Megjegyzés.

Az 50 teriilet hiaromszog az egész négyzet teriiletének felét fedi le — ez csak ugy lehet, ha a négyzet
egyik atloja megegyezik az atfogdjaval.

A 2, 18 és 50 teriiletii haromszigek befogdi egész hosszisigiak, rendre: 2, 6, 10.

Az 1, 4,9 és 16 teriiletii haromszogeknek viszont az dtfogdi lesznek egész hosszisagnak,

rendre: 2, 4, 6 és 8.

Ebbdl megsejthetjiik, hogy ha egy a 10 x 10-es négyzetiinket egy négyzetracson helyezziik el, akkor a jo
felosztasban a 2, 18 és 50 teriiletti haromszdgeknek a befogdi lesznek parhuzamosak a rdacsvonalakkal;
mig a tébbi darabnal az Atfogd lesz valamelyik racsvonallal parhuzamos.

4. Hany olyan pozitiv egész szdm van, amelynek az 6sszes osztoja koziil a negyedik legnagyobb a
427 P¢ldaul a 12 osztoi: 1, 2, 3, 4, 6 és 12, igy a negyedik legnagyobb osztdja a 3.

Megoldas. Legyen N egy olyan szam, amelynek a negyedik legnagyobb oszt6ja 42. Ekkor N oszthato
42-vel, igy 2-vel, 3-mal és 6-tal is, ezért N harom legnagyobb osztdja biztosan N, % és % (2 pont)

Mivel az % biztosan szerepel az osztok kozott, a negyedik legnagyobb oszté csak az %, az % vagy

az ¥ lehet. (2 pont)
Ha a negyedik legnagyobb oszto %, akkor N = 42-4 = 168. Ennek valéban 42 a negyedik legnagyobb
osztoja. (1 pont)
Ha a negyedik legnagyobb osztd %, akkor N = 42 -5 = 210, ennek is valéban 42 a negyedik
legnagyobb osztoja. (1 pont)
Ha a negyedik legnagyobb oszté %, akkor viszont N = 6 - 42 = 252, ez viszont oszthatd 4-gyel is,
és igy a 42 csak az 6todik legnagyobb osztoja (az N = 252, az § = 126, az & = 84 és az & = 63
utén). (1 pont)

Tehat 2 olyan szam van, ami a feladat feltételeinek megfelel, a 168, illetve a 210.



5. Az ABCD egységnyi oldalhosszusagii négyzetben az AB oldal felezépontja E, a BC oldal
felez6pontja F . Az AF és DE egyenesek metszéspontja M. Milyen hossza a CM szakasz?

Megoldas. Készitsiink abrat a feladathoz.

D C
Vegyiik észre, hogy AF 1 DE. (1 pont)
Ez azért teljesiil,
L mert AED és ABF derékszigii haromszogek egybevigok
(hiszen egyik befogojuk 1, a masik befog6juk pedig %),
és egymashoz képest derékszoggel vannak -elforgatva.
(1 pont)
A E B

Bizonyitas kizépvonallal és tiikrbzéssel
Legyen DA oldal felezépontja H, és hizzuk be a C'H szakaszt. Jelolje DE és H(' metszéspontjat N.
(1 pont)
Ekkor C'H || AF (példaul azért, mert AFCH egy paralelogram-

D ¢ ma, hiszen HA és CI" parhuzamos és egyenls hosszi),
&8 igy persze DM 1L H(. (1 pont)
Vegyiik észre, hogy az AMD haromszoghen HN éppen kozép-
vonal, hiszen pirhuzamos AM-mel és dtmegy AD felezdpontjan.
H I

Kovetkezésképpen N a DM felezdpontja. (2 pont)

Tehat I merdlegesen felezi DM szakaszt, azaz D-t tiikrozve
HC' tengelyre éppen M pontot kapjuk. Igy a DC szakaszt tilk-
" rozve HC tengelyre M szakaszt kapjuk, azaz MC = (CD = 1.
A E B (1 pont)

Osszesen: 7 pont

Bizonyitas a Thalész-tétel megforditasaval

Jeldlje az AF" és a C'D egyenesek metszéspontjat P. (1 pont)

D C

A E

ABF és PCT derékszogii haromszogek egybevigok, mivel szogeik megegyeznek ('BA< és FC P«

derékszogek; AFB<t és PI'C< csiicsszogek; BAF< és CPIP< valtoszogek) és BIP = IF'C = 1.
Igy PC = C'D = 1, azaz DP felezépontja C. (1 pont)

DM P haromszog derékszogii. A Thalész-tétel megforditisa miatt a PD atfogd Thalész-kore (amely-
nek kozéppontja a fentiek szerint ') Atmegy az M ponton. (2 pont)

Tehat CM = CD =CP = 1. (1 pont)



6. Egy Otjegyli szamot csattanosnak hivunk, ha a szdzasok és a tizesek helyén azonos szamjegy all,
¢s ennél nagyobb szamjegy all az egyesek helyén. Hany 9-cel oszthato csattands szam van?

Megoldas. Mivel az cls6 szamjegy nem lehet 0, igy az 9-féle kiilonbozo értéket vehetne fel. Ha azonban
vizsgaljuk a szam masik négy szimjegyét, kideriil, hogy a 9-ccl valé oszthatésag miatt czek koziil
pontosan egy lesz jo. (Pontosan akkor oszthatd egy szam 9-cel, ha a szamjegyeinck dsszege oszthatod
9-cel. Jelolje az utolsdé négy szamjegy dsszeget S. Ekkor S+ 1,5+ 2,...5 4+ 9 kilene egymast kivetd
cgesz szam, tehat koziiliik pontosan egy oszthato 9-cel.) (3 pont)

Tehat a 9-cel valdé oszthatésigot innentdl nem kell figyelembe venniink, csak azt kell 6sszeszamol-
nunk, hogy hiny olyan szdm van, ami a feladat tobbi feltételét teljesiti, vagyis a szizasok ¢s tizesck
helyén all6 szamjegye cgyenls, é az egyesck helyén allé szamjegye ezcknél nagyobb. Minden cgyes
ilyen szam pontosan cgyféleképpen cgészithetd ki esattands szimma.

Ha a szazasok ¢s tizesck helyén allo szamjegy k, akkor az cgyesck helyén (9 — k)-féle szamjegy
szerepelhet. Az utolsd harom jegyet tekintve techat 9 +8 + --- + 2 + 1 = 45-1¢le vigzides jon szodba,
czek mindegyikénél az czresck helyén mind a tizféle szamjegy szerepelhet, tehat 6sszesen 10-45 = 450
csattands szam van. (4 pont)

7. Egy deré¢kszogli haromszog alakt, lyukak
nélkiili bilidrdasztal egyik csticsanal az
oldalak 30--0s szoget zarnak be egymassal. P
Egy biliardgolyét elinditunk az &bran jelolt o
mobdon, a P pontbdl tigy, hogy az elészor az
asztal legrovidebb oldalat éri el annak egy
belsd pontjaban. A golyd haladasi iranya 60-°-
os szoget zar be a legrovidebb oldallal.

A golyo utjat vizsgalva azt latjuk, hogy minden egyes alkalommal, amikor taladlkozik a fallal,
tokéletesen pattanva halad tovabb, vagyis a falhoz érkezd, valamint a faltdl elindul6 haladasi irdnya
ugyanakkora szoget zar be a fallal. Hany pattanés utan lesz a goly6 ujra a P pontban?

Megoldas. Tekintsiik az alabbi Abran a golyd utja sordn az elsd hiarom pattanast.

A
p
D
F
C I G B (J6 dbra: 2 pont)

A szoveg szerint felirhato, hogy EDC<a = PDA< = 60°, tehat DE szakasz parhuzamos ADB-vel.
Emiatt a golyd az elsd pattanids utdn biztos, hogy a hiromszig hosszabb befogdjinak belsé pontjan
pattan meg. Innen az iranya miatt csak az dtfogdhoz érhet, s a szogek alapjin liatni fogjuk, hogy a
kévetkezd pattanas helye megint a BC' oldal belsejébe esik. (1 pont)

CDE haromszoghen mar meghatarozhatd, hogy DEC< = 30°, s a pattanis miatt DECq =
FEG<, tehat ez utobbi is 30°-0s. Emiatt DEF< = 120°, vagyis FF A< = 60°. A pattanas miatt ez

megegyezik BFG<-gel. Mivel a B-nél levd szog 30%-os, ezért FFGB< = 90°. (2 pont)
Tehéit a golyd innentdl kezdve ugyanezt az ttvonalat jarja he visszafelé, (1 pont)

vagyis rendre a D, FE, F, GG, F, E, D pontokon at, 7 pattanis utian lesz tjra a P pontban.
(1 pont)



8. Egy pingpongbajnoksagon 5 balkezes €s 8 jobbkezes jatékos vett részt, ¢s mindenki mindenkivel
pontosan egy meccset jatszott. Ugyanannyi meccset nyert jobbkezes jatékos, mint balkezes. Hanyszor
fordult el6, hogy egy balkezes megvert egy jobbkezest?

Megoldas. Osszuk a mérkdzéseket harom csoportba. Az elsé csoportba keriiljenek azok, ahol balkezes
jatszott balkezessel. Ilyenbdl % = 10 volt. A masodik csoportba tegyiik azokat, ahol egy balkezes
és egy jobbkezes jatszott, ez 5 - 8 = 40 mérkdzés. Végiil maradtak a jobbkezesek kizotti mérkdzések,
&1 — 28 ilyen volt. (2 pont)

Osszesen a 10 + 40 + 28 = 78 mérkdzés felét, 39-et nyerte balkezes. (2 pont)

Mivel az elsé csoportban minden meccset balkezes nyert (ez 10 meces), a harmadik esoportban pe-
dig nincsenek balkezes gy6zelmek, ezért a masodik csoportban 29 balkezes gydzelem sziiletett. (2 pont)

Ezek pont azok a mérkézések, ahol egy balkezes legydzott egy jobbkezest. Tehat 29 ilyen mérkdzés
volt. (1 pont)

9. Van egy kisebb és egy nagyobb kockank. A kisebb kockat teletoltottiik vizzel. Ezutan az 6sszes
vizet attoltottiik a nagyobb kockaba (amely valamelyik lapjan tdmaszkodva all az asztalon), igy a
nagyobb kockaban 3 cm magasan all a viz. Ezutan a kisebb kockat is beleraktuk a nagyobb kockaba
ugy, hogy annak az egyik lapja a nagyobb kocka aljahoz tapadjon, de a viz ne folyjon bele a kisebb
kockéba. Ennek hatasara a nagyobb kockaban 1 cm-rel megemelkedett a vizszint. Hatarozzuk meg a
kockak élhosszusagait.

. 4 cm
3 cm

Megoldas. Jeldlje a kockik cm-ben mért élhosszit a és b (a > b). A viz térfogata egyenld a kisebbik
kocka térfogataval, ez b*. (1 pont)

Az attoltés utan ez a térfogat 3a? alakban all el, mert egy o? alapteriiletii, 3 cm magas téglatestet
alkot a viz. (1 pont)

Miutén a kisebb kockat beletettiik a nagyobba, ugyanez a térfogat 4(a® — b?) = 4a? — 4b* alakban
jelenik meg,. (1 pont)

A toltdgetés sordn a viz térfogata nem valtozik, tehat b* = 3a? = 4a? — 40°. (2 pont)

Az egyenletrendszert megoldva eldszor 2b — a, innen 12b° — b*, vagyis b — 12 adédik. Tehat a
kockik élhossza @ = 24 em és b= 12 cm. (2 pont)



10. Tizenhat diak focizik, nyolc a nyolc ellen. Koziiliikk heten jarnak fociedzésre, kilencen nem. Noéri
jar fociedzésre, €s olyan csapatkiosztast szeretne csindlni, hogy az ¢ csapataban (vele egyiitt) tobben
jarjanak fociedzésre, mint az ellenfél csapatban. Hanyféle ilyen csapatkiosztas van?

Megoldas. Nandi gy tud kialakitani edzésre jard tobbséget a csapatdban, ha maga mellé még hat,
ot, négy vagy harom olyan tagot valaszt, akik szintén jarnak edzésre. Nandin kiviil még hat ember jar
edzésre és kilenc nem. Nevezziik az elsé csoportot F halmaznak, a méasodikat N halmaznak. Nandinak
Osszesen hét csapattirsat kell valasztania vigy, hogy E-bél legalabb harmat valaszt.

A jo eseteket az alibbi tablazat sorolja fel:

E-bél valasztott jatékosok szdma | N-bél vilasztott jatékosok szama

LSk
W L3 bO =

1)...(n—k+1)
1-2-...-k
laszthato ki. Ha F-bél z-féle modon tudunk valasztani, N-bél pedig y-féle modon, akkor ez Osszesen x-y
lehetdség, mert az edzésre jarék és edzésre nem jardk csoportja tetszélegesen péarosithaté, amennyiben
a csoportok mérete rogzitett.

-féle modon va-

Altaldban egy n elemii halmazbél k kiilonb6zé elem ;:) _nlr

A fentiek alapjan Nandi lehetségeinek szama:
6 9 6 9 6 9 6 9
L] t . f I R I =1-94+6-364+ 15-844 20-126 = 4005
6 1 5 2 4 3 3 4

11. Egy haromsz6g egy magassagvonalat nagyrandttnek nevezziik, ha legalabb 10 cm hosszu. Mi egy
olyan haromszog teriiletének legkisebb lehetséges értéke, amelynek két nagyrandtt magassdgvonala
is van?

Megoldas. Legyven a két nagyrandtt magassagvonal hossza m, > 10 és m, > 10.

Egy tetszdleges haromszoghen b > my, ¢ > my, a = my, ¢ > my,. Ez abbdl kivetkezik, hogy egy
adott cstiicshoz legkdzelebb esé pontja a vele szemkozt 1évs oldalegyenesnek az, amellyel az Sket
osszekotd szakasz merdleges az egyenesre.

Innen a > my > 10 = 7' = %2 > 1040 — 50 cm?,

Az alsé becslés éles, megvaldsul abban a derékszogii haromszdghen, amelynek mindkét befogdja
10 cm hosszi.

Tehat a legkisebb lehetséges teriilet 50 cm 2.



12. Egy 6ranak harom mutatdja van (kis-, nagy- és masodpercmutat6), amelyek folyamatosan jarnak.
Az 6raban 1évo elem kezd lemeriilni, ezért az ora lelassul, ha valamelyik mutatéja emelkedik. Ha
csak egy mutatd emelkedik, akkor az 6ra az eredeti sebességének felével jar, ha két mutaté emelkedik,
akkor az eredeti sebesség negyedével jar, ha pedig mindharom mutaté emelkedik, akkor az eredeti
sebesség nyolcadaval jar az ora. (Egy mutatd akkor emelkedik, ha a hatost mar elhagyta, de a
tizenkettest még nem érte el.) Kezdetben mindharom mutat6 legfeliil, a tizenkettesen all.
Legkorabban hany 6ra mulva all el6 Gjra ugyanez a helyzet?

Els6 megoldas

A masodpercmutatonak 60 - 12 = 720 kort kell megtennie, hogy a mutatok vissza- térjenek eredeti
helyzetiikbe, mert 60 kor egy ,,6raval” mozditatja el a nagymutatot és ezt 12-szer kell megismételni.
(Az idézdjeles ,,0ra” itt a nagymutato altal megtett egy teljes kort jelent.) Azt fogjuk nézni, hogy a
kismutat6 és a nagymutatd helyzetétdl fiiggden hany méasodperc alatt tesz meg egy kort a masodperc-
mutat6. Felhasznaljuk, hogy a masodpercmutat6 egy teljes kore alatt az nem valtozik, hogy a mésik
két mutato6 ,.felfele” vagy ,,lefele” mozog. Amikor a nagymutaté €s a kismutatd is lefele megy, akkor
a masodpercmutat6 az elsé félkort lefelé teszi meg, tehat ,,valodi” idében, 30 mp alatt végez vele. A
masodik félkorben felfele megy, ezért fele olyan gyors, igy ehhez 60 mp kell. igy kapjuk dsszesen a
90 mp-es koridot.

Foglaljuk tablazatba a kiilonb6z6 eseteket:

kismutaté és nagymutaté  kordk szima  a masodpercmutatéd egy kirének ideje

le, le 180 90 mp
fel, le 180 180 mp
le, fel 180) 180 mp
fel, fel 180 360 mp

Osszességében 180 - (90 + 180 + 180 + 360) masodperc telik el, amig a mutatdk visszatérnek eredeti
helyzetiikbe. Ez 3 - (90 + 180 + 180 + 360) perc, tehat 3 - (32 + 3 + 3 + 6) = 40,5 ora. Tehat 40 és fél
oOra utan all vissza az eredeti allapot.

Masodik megoldas

A mutatok egymashoz képest ugyaniigy mozognak, mint egy pontosan jard oranal. Legkozelebb
akkor lesz mindharom mutat6 a 12-esen, ha a kismutato egyszer korbeért. Ez haromszor annyi 1dd,
mint amennyi alatt leér a 6-osig, hiszen a tdv masik felén minden fele akkora sebességgel torténik.
Ahhoz, hogy a kismutaté leérjen a 6-oshoz, a nagymutatonak 6 teljes kort kell megtennie. Egy ilyen
kor haromszor annyi id6, mint amennyi alatt a nagymutat6 leér a 6-osig — a fentiekhez hasonldan.
Ahhoz, hogy a nagymutat6 leérjen a 6-osig, a masodpercmutatonak 30 teljes kort kell megtennie. Egy
ilyen kor 3 - 30 masodperc (a kis- és nagymutatok még lefelé haladnak). Tehat a kdrbeéréshez
sziikséges 1d6 3 - 6 - 3 - 30 - 3 - 30 = 145800 mésodperc, azaz 40,5 6ra

Megjegyzés

A feladat mélyén a kovetkezd €szrevétel rejlik: mindegyik mutatd a mozgésa soran az ut egyik felét
fele olyan lassan teszi meg, mint a masikat, igy a mozgasa masfélszer olyan hosszu ideig tart, mint
normalisan. Mivel a mutatok mozgasa egymastol ,,fliggetlen”, és a mutatok egymast is lassitjak, igy
ezek a masfélszeres szorzok dsszeszorzodnak, tehat a kdrbeéréshez sziikséges id0 az eredeti 1, 5 - 1,
5 - 1,5=27/8-szorosa, ami végeredményként 12 - 27/8 = 81/2=40, 5 orat ad.



13. Egy osztalyba 29 gyerek jar. Azt tudjuk, hogy mindegyik gyerek 14 vagy 15 éves. Az osztalyfonok meg
akarja tudni, hogy hany éves az egyik gyerek, de a gyerekek csak ugy hajlandok valaszolni, ha a tanar ramutat
11 gyerekre és akkor elaruljak a 11 gyerek ¢életkoranak 6sszegét. Mennyi a legkevesebb kérdés, amibdl a tanar
biztosan ki tudja talalni, hogy hany éves a kérdéses személy?

Megoldas
Tegyiik fel, hogy Sari életkorat keressiik, amit jel6ljiink s-sel. A tébbi didk életkora legyen
ai,az, . .., 028.

Egy kérdés nem lehet elég. Ugyanis ha Sari nem szerepel a kivalasztott 11 didk kozott, akkor nem
tudunk semmit réla, ha pedig igen, akkor legyven mondjuk Jilia is benne az dsszeghen, és akkor
nem tudjuk megkiilénboztetni a Sari 14, Jilia 15 éves esetet a Sari 15, Jilia 14 éves esettdl.

(1 pont)

Két kérdés sem elég. Ha Sari egyikben sem szerepel, akkor semmit nem tudunk réla. Ha Sari
mindkettd kérdésben szerepel, akkor mindkét kérdéshen lesz egy parja, aki a méasik kérdésben
nincs benne (kiilénben a két kérdés azonos lenne, ami az €l6z6 eset). Ha eredetileg Sari 14, és a
két parja 15, illetve Sari 15 és a két parja 14, akkor ugyanazt a vilaszt kapja a tanar, tehit nem
lehet a két eset kozitt kiilonhséget tenni. Ha Sari csak az egyik kérdésben szerepel, akkor két eset
lehetséges: ha van olyan diak Sarin kiviil, aki csak ebben a kérdésben szerepel, akkor nem lehet
megkiilonhoztetni azt a két esetet, ha Sari 14 és ez a didk 15, vagy Sari 15 és ez a didk 14 éves.
Ha nem ez a helyzet, akkor a maradék tiz didk mind a két kérdésben szerepel (legyen koztiik egy
Lili), és van még egy diak, Roza, aki csak a masik kérdésben szerepel. Ekkor a Sara, 14 Roza,
14 és Lili 15, illetve a Sara 15, Réza 14 és Lili 14 éves eseteket nem lehet megkiilénbéztetni
egymaéastol. (2 pont)

Hérom kérdés viszont mar elegendd:

Ki:s+(ar+...+a5)+ (ag + ...+ ai)
KQ:S | (ﬂ.l S | 05) i ((11] ... (115)
Ki:s+(ag+...+ap)+ (e +...+as)

Ha a harom kérdésre kapott vilaszt dsszeadjuk, ismerni fogjuk 3s+2-(a; +az + ...+ a5) értékét.
Ennek az 6sszegnek a paritiasa egyenld s paritdsival. Ha tehat az Gsszeg péaros, akkor Sari 14,
egyébként pedig 15 éves. (4 pont)



