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A végtelen a matematikaban:

Ellentmondasos; vitatott, misztikus

”Sok képtelenség addédik a végtelen tagadasabdl is és
elismerésébdlis.” (Arisztotelesz, i.e. 384-322.) (A v/2 nem
szakaszos. )

”Mindig nagy falatnak tiint” (Arkhimedes i.e. 300: m nem
racionalis)

”Megosztotta a matematikusokat” (Bolzano, 1781-1848)
(Kell-e? Dobjuk el!)

” A végtelent legjobb elkeriilni” (Galilei, 1564-1642)

” Osid6k 6ta semmi sem kavarja fel annyira az emberi ér-
telmet, mint a végtelen kérdése” (Hilbert 1900 PARIZS;
23, 1)

Sokszor foglalkoztak mar a végtelennel i.e. is. Pl. Euk-
lides: végtelen sok primszam van (nem igy fogalmazta
meg); ikerprimek is végtelen sokan vannak (100335 jegy;
Csang; Tao). Kés6bb: Goldbach-sejtés (komputer); 3-108-
1g.

Példak (ellentmondasok, meghoékkent6 dolgok a
végtelent tekintve)

A.

a) Galilei-féle paradoxon:

1 < 2
2— 4
3 6
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(kolesonosen egyértelmii, akkor "ugyanannyi” elem,
Kalmar-lovasok)
Paradoxon? Ellentmondas? Rész—egész régi felfogasa?
(Bolzano, 1781-1848; a rész # egész).
AXIOMA: ” Az egész nagyobb, mint a része.”

b) vagy [0;1] és [0;2] példaja (z — 2x)

y
: o
1 |
I ' 0 ‘ X
2 1
ZT
vagy (—1;1) «— (—00;00), y = T[] VA8 2 (0;1) +—

egész szamegyenes Osszes pontja; azaz a (0,1) interval-
lumnak annyi pontja van, mint az egész szamegyenesnek
[(=1;1) — (0;2) — (05 1)].

Definicié: (ami ” feloldja az ellentmonddst’, ami abbdl
adédik, hogy a végesre igaz szabalyokat akartuk a végte-
lenre ”erdszakolni” (u.i.: a rész és egész problémadjat)

Egy halmazt végtelen halmaznak neveziink, ha
van olyan valddi részhalmaza, amellyel a halmaz
ekvivalens (azaz ”ugyanannyi” pontja van).



(Ellenkez6 esetben wvéges.)

[Kihtuztuk a ”paradoxonok” méregfogat.] Ferdinand
Ludwig Philipp Georg Cantor (1845-1918; német) nasz-
ut; Dedekind; elismertség; depresszid; intézet.... (cikkeit
sokszor visszavonta) (hallgaték — BOLYAI Intézet)

c) 1,2,3,...,n,... (természetes szamok) Megszamlalha-
toan végtelen halmaz; 7Z is ilyen.
d) {]—)} : racionalis szamok
q
A raciondlis szamok ”ugyanannyian” vannak, mint a

természetes szamok (azaz Megszamlalhatéan végtelen
sokan vannak) (Szamossag) (Pl. (1/3;1/2)-ben; Hihe-
tetlen.).

Abra: (kihagyni, ami mar volt)

Wl DN = =]
WIN NN M DN
WIW N W M| W

(innen a negativak is és utdna az Osszes) (Oriilet).
Megjegyzés: Szamparok (n,m) < (2™ - 3"™); szadmhéarma-
sok, szdm n-esek, polinomok (egész e.h.); v/2;v3;. . ..

e) Van-e olyan, aminek ”t6bb” pontja van, mint a term.
szamok (ill. raciondlis szamok) (azaz nem megszdmldl-
hato) (" Végtelenek kozott nem lehet kiilonbséget ten-
ni.” (Bolzano < Dedekind)



Igen: Valés szamok (CANTOR) (4 év)
Médszere: (a (0; 1) intervallum 0Osszes (valds) pontjara)

Indirekt: (tegyiik fel, hogy megsz., azaz sorrendbe szed-
hetd)

I — O, Ui1uU12 . . .
I9 — O, Ua21U29 . . .
Tpn = 0,UpiUpa...Upnp---

(pl.: 0,5 =0,499.. .-et vegyiik)

Legyen y = 0,viv2v3..., ahol legyen v, = 2, ha
Upn = 1 és legyen v,, = 1, ahol u,,, # 1.

Ha pl. y = 2, = 0,UpiUn2... Upy ... (Kerékjarté
bizonyitdsa) -

Elnevezés: Kontinuum-szamossdgu (valdés szamoké)
Cantor féle diagondlis eljaras. (halmaz elm., informatika)

Problémak: Van-e a megszamlalhato és a kontinuum
kozott? (Kontinuum-hipotézis) (Hilbert 1. a 23-bdl, 7 Sen-
ki sem tlizhet ki benntiinket abbdl a paradicsombodl, melyet
Cantor teremtett nekiink.” (D.H.))

Cantor: ” A matematika lényege annak szabadsagaban
van; sokkal hasznosabb a matematikai kérdések felvetése,
mint a problémak megoldasa.”) (P1. Matek doga.)

Godel (1940): nem céfolhatd; Cohen (1963): nem bizo-
nyithato.

Megjegyzés: N, (Q, Algebrai szamok (ABRA); Lambert
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(1741) a 7 irraciondlis; Lindemann (1882): a 7 transz-
cendens (def.; ezek vannak ”sokan” ezek miatt nem meg-
szamlalhat6 a valds szamok halmaza).

Kor négyszogesitése. sinr, cosr transzcendens, ha r £

0 racionalis.
Van-e a kontinuumnal nagyobb szdmossag? (Azaz van-
e olyan halmaz, amelynek ”tobb” eleme van, mint a
valds szamok.) Kronecker megjegyzése a XIX. sz.-ban. PI:
Cantor kérdése: A siknak az Osszes pontja ilyen-e? NEM.
g) A (0,1) szakasznak ugyanannyi pontja van, mint az
egységnégyzetnek, ill. az egész siknak, sot az egész ha-
romdimenzios térnek, azaz kontinuum. Mddszer: P =
(O, ai,as,as, ..., O, bl, b2, bg .. ) — O, alblagbgagbg.
Cantor: "Latom, de nem hiszem” Mit gondolt réla
el6szor? 3 évig ”bizonyitotta” az ellenkezGjét; 1871-1874)

Az egységnégyzet és az egész sik kozotti megfeleltetés

trivialis.

Tehat a siknak nincs tobb pontja, mint kontinuum

(azaz valds szamoké)
h) Van-e a kontinuumnél nagyobb szamossagti halmaz

«) Polinomok (megszamlélhatd) (egész eh.)

B3) Folytonos fliiggvények (kontinuum)

0) Az Osszes fliggvény (kar. fliggvény); a valés szamok
osszes részhalmazanak a halmaza nagyobb szamos-
sadgu, mint a kontinuum. (Cantor tétele.)

v) Természetes szamok Osszes részhalmaza (continu-
um

)



B. Végtelen o0sszegek

Bevezetés:
o) CSOKI
1+1-+ + +—1+ =7
2 922 93 on o
B)
1+-1+-1+ +:l+ =? (TORTA)
3 32 33 3" o
Vagy:
1+1+1_F _A/1\
3 32 33 B 3 1
= A = —
1+1+ A )
32 33 3 )
De
)
24+2°+254 ... =A/-2
5 5 / = A= -277
2242094+ ...=24

Mit szabad? Mit nem szabad? 0,137
Kiemelend6 (Leibniz-féle sor)

1—14+1—1+1—1+1---



= 3 az 0sszeg.

a)(1—1)+(1—1)+---_0} 1

Al+(-1+1)+(-14+1)+---=1
) ! =1—x+a%— 2%+ - (végtelen osztdssal)
1+
1
(Euklides és Arkhimedes mar ismerte) = 5 = 1—1+1—
I+---.
Megjegyzés:

1 1l —=x

1—|—:1:—|—:U2 1 — 23
—(1-2)Q+2°+2+27+.-) =

=1l—ao4+a2°—a*+2%—2"+--.

1
= o=l-l41-141-1--

Mi hidnyzik (MINT EGY FALAT KENYER) ebben a
kaoszban?
CAUCHY (1789-1857) (Pliiss maci)

o0
Definicio: ) an; s, =a1+---+ay; ha s, — s (véges),
n=1

©.@)
akkor a sor konvergenms, és Osszege s, azaz Y an = S;
n=1
ellenkezd esetben a sor divergens (nincs osszege).

Eldolt: 1 —1+1—-14+1—1---; 89, = 0; Sopt1 = 1 =
DIV. (nincs 0sszeg; végesben ilyen nincs)



Végtelenmértanisor:a—|—a-q—|—a-q2_|_...:1aq,ha
q" —1

1. {s,=a-
er (e T2
29 29 1 1 :
CSOKI §+2—2+---:1, hiszen s,, — 1, mert s,, =
1 (1/2)" —1
5 (1/ /2)_ 1 (végtelen mértani sor)

1+1+ 1Jr _1( is mértani sor)

5 T3 o = 5 (ez is mertani sor

2 422 + 23 4+ ... divergens, hiszen s,, — 00

. 13 13 13 1 13

0,13 = cee = : = —.

! LTI 100 1 99

100
VIGYAZAT (4j min6ség, ne ertszakoljuk ré a végesre
érvényes szabalyokat; Hegel)

Példak (elrettento)

1 1 1
HN1—=-+-—=-+4---=A=0,6931... (Leibniz), de
2 3 4
1 1 1 1 1 3 .. )
1—|—§—§—|—5—|—?—Z—|—---—§A (dtrendezés)
Megoldas.

frjuk ki részletesen a sor els6 néhany tagjat:

1 1 1 1 1 1 1
24 l— - — 44— 4...=A
(24) 237175 6 7 8"

Vegyik a kovetkezd sort, amelynek Osszege megegyezik
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az elozovel:

1 1 1
(25)  O+14+0- 5404 +0— 4 =4

Szorozzuk be a (25) alatti sort tagonként 1-del:

(26) 042 +0-240fot0—sqom=ig
2 4 6 8 27

majd adjuk Gssze tagonként a (24) és (26) sorokat:

(27) 1+0+1 1+1+0+1 1+ =-A
3 2 5 7 4 27
Ez utobbi sornak nyilvan ugyanannyi az osszege, mint a
kovetkezonek:
1 1 1 1 1 3
28 14+ -4+ -4+ - +...=_A.
(28) i 3 2 i 5 i 7 4 i 2
Vildgos, hogy a (28)-as sor a (24)-nek olyan atrendezé-
se, ahol két pozitiv eldjelli tagot kovet egy negativ, majd
ismét két pozitiv, egy negativ és igy tovabb, tehat meg-
adtunk egy kivant atrendezést.

2) Csoportositas (vagy zardjelezés) Id. 1+1—-1+1—1+
1 —1+--- (de ha konv., akkor barmely csoportositott
sor konvergens és 0sszege ugyanannyi)

> sin(2k 4+ 1)z

2.

hovezetési probléma
= okt 1 ( P )
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1. abra

2,
1
s L ;
1 4 Z sin(2k + 1)x
2k +1
2,
s L w
=} 4 Z sin(2k + 1
2k + 1
2,
] | \
=t 4 sin(2k + 1
U 2k + 1
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Megjegyzés: Fourier (1768-1850) sgn x a szinuszok 6ssze-
ge; Cauchy hibas bizonyitas.

Gyogyir mindenre: Egyenletes konvergencia (Weierst-
rass (1815-1897); Abel (1802-1829) pl. hatvanysorok —
Id. polinomok) (Weierstrass: sor, vivas, tanitas)

C. PELDAK (Kényv)

a) Mértani sor

00
=
n=0

Pl.
013—13+13+ _13 1 _13
7100 0 10° 100 ] 99’
100
Pl1. 0,9:0, 1.
Kérdés marad (9. o.)
A=0,1313... 13
=994 =13 => A= —.
1004 = 13,1313. .. 99

S can =S an és S (an+bn) =S an+ 3 by (Mind-

ketté OK + konwvergens a sor.) (Nincs t6bb u.a.)



13
Megoldas. frjuk fel a sort részletesen:

1 2 3 4 n
5_'_2_24_2_3_'_?4_..._'_2_”_'_....
Bontsuk fel a sort a kovetkezoképpen:
1 1 1 1
54_?4_2_3_'_..._'_2_”4_...:1
1 1 1 1
?4_2_3_1_..._1_2_”4_...:5
1 1 1
?_'_..._'_2_714_...:2_2

A fenti sorok mind mértani sorok, igy konnyen adédtak
az eddigiek alapjan az egyenloségek jobb oldalan szereplo
szamok. Ha tekintjik a jobb oldali oszlop elemeit, azok a
kovetkez6 végtelen sort adjak:

1+ ! + ! + -+ ! +--=1 L 2
2 22 on T 1-3 7
hiszen ez egy a = 1, q = % paraméterekkel rendelkezd

mértani sor. Tehat a kérdéses sor konvergens, és Osszege:
2.
Megjegyzés. 1.) Fizika

60 2-60 3-60 n - 60

— + + 4+
2 2?2 23 om

.o =120,

azaz ...
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I1.) Val.sz. (varhaté érték)

> 1 I 1 1

c) n;ﬁ :1—|—§—|—§—|—---—|—E—|—--- (harmonikus sor)
Lassu
Pl.

ss3 > H;  S12367 > 10;  S36.106 > 18 (Jani bécsi) (2-2 év)

@)
Bizonyitsuk be, hogy >° % harmonikus sor divergens.
n—

Megoldas. Tekintsiik a sor 2™-edik részletosszegét:

(2)
gt
2 ATy Ty T T T T T T n
ey o
on—1 1 | on

Csokkentsiik a (2) Osszeget ugy, hogy az % -+ & helyett 2-5-
et, %+%+%+% helyett4-%: %—et frunk, %+---+%
helyett 8- 1—16 = %—et, és igy tovabb, az utolsé ”blokkban”
szereplo 271_—11+1 + -+ 2% helyett 271 . 2% = %—et
vegyunk.

Igy azt kapjuk, hogy son > 1 + 3,

hogy barmely K szadmhoz megadhato olyan ng, hogy ha

amibol latszik,

n > ng, akkor son > K (ugyanis elég olyan ng-t venni,
amelyre 1 + & > K, azaz ng > (K — 1) - 2).

Ez definici6 szerint azt jelenti, hogy son — 00, ha
n — 0o, amibdl az s,, sorozat monoton novekedése miatt
az adodik, hogy s,, — oo, tehat a sor valéban divergens.
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d) Az s, viselkedése (Kiirschak; 1900 koriil)

Bizonyitsuk be, hogy ha n > 1, akkor az s,, nem egész
szam. (H.F.; + KONYV)

< 1
e) > — viselkedése (elhagyjuk azokat a tagokat, ame-
9¢n n
lyekben szerepel a 9-es szamjegy; Kempner-féle sor).
Bizonyitsuk be, hogy a > % sor konvergens. (H.F.)
9¢n

f) Altaldnos iskolai versenypélda.
Hatarozzuk meg annak a sornak az Osszegét,amelyet ugy
kapunk, hogy a harmonikus sornak csak azon tagjait

hagyjuk meg, amelyek véges tizedes tort alakban irhatok.
(H.F.; KONYYV)

g")
>0 1 I 1 1
)l . 1 4 - 4 ...=In?
nZ::l( ) n 2 3 4

Megoldas. (+5 megoldas a konyvben)

1
1l +2x

=1l—z+a2°—2°+---, ha |z|<1.

Integraljuk tagonként (!!7)

113‘2 3

T
In(l+z)=x— 5 — g T ha |z| < 1.
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: , 1 1 1
Mivel ez a hatvanysor az x = 1 helyen az 1— §—|—§ — Z+
konvergens sort adja (1d. Leibniz-kritérium), ezért Abel
tétele (!!) szerint az Osszegfiiggvény folytonos a [0; 1]-on
azaz az x = 1 helyen az 6sszegfliiggvény csak In(1+ 1) =

In2 lehet. (ABRA kell)

(1d. kényv 130. o.)

j) (Sagvari — bocsanat!!l) A >~ "B sor problémaja. A
n=1 "N
. m—1 .
sor konvergens; osszege (Id. KONYYV)
Tovabbi kérdés:
tgn
k) Z —— sor konvergens-e?
— tgn . tgn tgn -
A ) 5% sor divergens. | — A~ 0. PL. —=5-—0
n=1 n n
t
nyitott; sot ign 0 is.
n

) A Z — sor problémaja. (Legkedvesebb sorom.)
n=1 TL
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Bizonyitsuk be, hogy a > # sor konvergens.

n=1

1. megoldas. Alkalmazzuk az aldbbi becslést:
(2)

—1+1+1+ +1<1+1+1+ I
32 1-2 2-3 (n—1)n

majd az egyes tagokat bontsuk fel tortek kiilonbségére az
alabbi modon:

1 11 11 1 11

1- 2’ 2.3 2 3 7 (n—1)n n—-1 n

Igy (2) jobb oldala helyett az irhaté, hogy

UL R U UV S
2 2 3 3 4 n—1 n n’

hiszen a kozbilso tagok kiesnek, ugyanis ez egy teleszko-
pikus o0sszeg. Azt kapjuk, hogy

1
n

tehat a részletosszegek sorozata korlatos, és mivel s,, mo-
noton novo, ezért konvergens is, tehat az (1) sor valoban
konvergens, sot, 0sszege nem nagyobb 2-nél.
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2. megoldas.

IIIHII I”II [ TTTT T T I T I T T I T T IITITITITIT [T
||||||||||II||||||||||||||||
e 1
16 | 31
L 1
8 o) 1
9 i5
1 1
- = 1
4 5 ? 1
7
1
2
1
3

Megjegyzés. Egy szép alkalmazés (analizis — szamelmélet

— valészintiség) (Konyvem 50. oldal)
> 1

Kérdés: > — =7 (1644 Pietro Magnoli; Baseli problé-
n=1 "N

ma,).

Euler 1734; 1744. (100 éves probléma)
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1
2
1
1+2—2— + —5 = 1,63498
1 1
1+ 2 + -+ — + - =1,64493406684822643647
n

(A 7%—nak is ez az elso 21 jegye!ll; memoria) + 10 év (Ja-

cob Bernoulli: barcsak a batyam...) (Csészék, villamos;
mentd; szonyeg; torta.)

Tovabbi 0sszegek (Euler)

WL S S
22 T 32 ~1.2.31"
1 1 221 ,

L 201

+2_6+@+'“_ﬁ§ﬂ-

L1 293 4

—|—2—8—|—§—|—"'—agﬂ'

1 1 2° 5 1o
- 1 N 1 N - 219691 4,
912 T 312 ~ 131105
1 1 212 35
1+ +-g+ =7

214~ 314 15! 1
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1 24 3617
14+ — 4+ ... — 16
+ 216 + 17! 15
1 210 43867
14+ — 4+ ... — 18
+ 218 + 19! 21
1 218 1222277
14+ — 4+ ... = 720
* 220 + 21! 515)
1 220 854513
14+ — 4+ ... = 22
* 222 + 23! 3
1 22 1181820455 o,
14+ — 4+ .=
224 25! 273
L L 2607707
- o o o — ’7"'
226 27! 1
o 1 3
Megjegyzés. > —s; Apery (irracionalis) (sejtés: —) Eu-
n=1 "N .

ler.
n) A primszamok reciprok-sora.

A természetes szamok és a négyzetszamok reciproka-
ibol allé sorokhoz hasonldéan érdekes annak a vizsgala-
ta is, hogy vajon a primszdmok reciprokaibdl allo sor
konvergens-e vagy divergens. Azaz, ha p1, pa, ..., Pn, ...
jelenti a primszamok nagysag szerint rendezett sorozatat,
akkor a

(6) Zpiz

o) Egy csodalatosan szép példa.
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Mutassuk meg, hogy van két olyan szomszédos négyzet-
szam, amelyek kozé legalabb 10 db primszéam esik. (10°
helyett barmilyen nagy szam lehet.)

Megoldas. Tegyiik fel, hogy az allitas nem igaz, azaz
minden n természetes szdm esetén n? és (n + 1)? kozé
kevesebb, mint 109 db primszdm esik.

Jelolje pgn), el ng’)

tehdt s, < 109 teljesiil minden n esetén. Nyilvanvald,

ezeket a primszamokat. Ekkor

hogy ekkor

106 1 1 1
P1 Po DPs,

Viszont, ha mindkét oldalt osszegezzik, addédik, hogy
e |
10°) —>) —,

ahol a jobb oldali 6sszegben az 0sszes primszam reciprok
osszege van. Ez nyilvanvald, hogy ellentmondas, mert a

oo
00 1 1 . .
> 4 —7 sor konvergens, a > 1 - sor pedig divergens.
n—

A HASZNOSSAG

V2 = 1,414213562 - - - Hogyan? (Elére adott pontos-
saggal.)
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Newton (XVII. sz.) (binomiélis sor)

1 1 1-3 1-3-5
V2=1+-— + —
2 922.91 923.31 92%.4

(minél t6bb tag, anndl tobb tizedesjegy adodik; akarhany
— ez a végtelen sor haszna, ez benne a gyonyorii).

7akarhany” ez csak a végtelen lehet

Pl. 2006-ban Kondo: 200 - 10° tagig (13 nap 14 éra
gépen) Hogyan?

m = 3,141592653 ... Ludolf von Ceulen (= 1600) 35
jegy; SIRKO 262 oldald szabalyos sokszoggel. Jelenleg
62 - 1012 jegy (2021) Svajc; 109 napig futott a program.

Legtijabb (2014.03.14.) 105 -10'® jegyig (de nincs hite-
lesitve még).

Megjegyzés. Rajveer Meena (2015; 70000; 9 6 27’)
Kérdés. Miért kell néha sok tizedesjegy a m-bdl?

Pl. Mars szonda 103.522 km eltérés, ha m = 3, 14 vagy
m=3,14--- (31 jegy). Ez a Hold—Fold tav. harmada.

Ad 7) Madhava; Nilakhanta; Leibniz; James Gregory
(XV.-XVIL s2.)

1

:1—x2+x4—x6+---:>arctgx:
1+

2

333 5

:x—§+%—---, ha |z| < 1; Abel- tétel.
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1 1 1
7T:4(1—§—|—5—?—|—--->;Newton
Lasst, de szép. Pl.: 2-10° tag 6 jegy; 2-10'2 tag 12 jegy.
Barmilyen pontossag, mivel végtelen sok tagunk van; ez
gyonyori!!! SOROK!!!

i.e. 2000 (B) 3,125
(F) 3,16
250 (A) 3,1418
1.8Z. 2063 : 5 tizedesjegy
480 : 7

1429 : 14

1610 : 35

1719 : 112

1847 : 152

1874 : 527

1973 : 1001 250

2002 : 1 240 000 000 000
2010 : 5 000 000 000 000
2021 : 62-10%

2024 : 105-10'8

A tovabbiakban bizonyitas nélkiil sorolunk fel néhany
érdekes eldallitast (a szerzovel és évszammal egytitt).
FRANCOIS VIETE (kb. 1579):

2_\F 1+1\F L1 1+1\F
w_2222\22222'
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JOHN WALLIS (kb. 1650

):
T 2:2:-4-4-6-
-5-5H-

25
24 ...

2+

MADHAVA, JAMES GREGORY, GOTTFRIED WILHELM
LEIBNIZ (1450-1671):

T, 1+1 1+
4 3 5 7

Isaac NEWTON (kb. 1666):

™= 3?[ 24(

3-23 5.2% 28.-27 72.29

2 1 1 1 )

SRINIVASA RAMANUJAN (1914):
1 X 2n\°42n +5
T Z n 912n+4
n=0

1 V8 &
= 9801 2=

n=0

(4n)! [1103 4 26390 7]
(n!)4 39647 |
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DAVID CHUDNOVSKY és GREGORY CHUDNOVSKY (1989):

19 Z 6n) 13591409 + n 545140134
)3(3n)! (6403203)+1/2

(Minden 1jabb tag hozzavétele kb. 15 tjjabb pontos jegyét
adja m-nek.)

JONATHAN BORWEIN és PETER BORWEIN (1989):

' (A+nB)
- 122 Sn | On+1/2

ahol

A = 212175710912v61 4+ 1657145277365

B :=13773980892672v61 + 107578229802750

C = [5280(236674 + 30303v/61)]°.
(Minden 1jabb tag hozzavétele kb. 31 tijabb pontos jegyét
adja m-nek.)

DAVID BAILEY, PETER BORWEIN és SIMON PLOUFFE
(1996):

o

"TZ2.16\8i+1 8i+4 8i+5 8i+6/

’L_

Egyik legelfogadottabb ma a 7 jegyeinek kiszamitasara.
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Egy porszem viragot terem,

S egy szal vadvirag az eget,
Fogd {0l tenyeredbe a végtelent,
S egy perc alatt élj évezredet.

(W. Blake)
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Rizony\ian:
A0 =X <1 feétételnek eleget tevé valds szamok halmaza meg nem szamolhat6

voltdnak fenti bizonyitasat KEREKJARTO BELA magyar matematikus nyoman
a kovetkez6 geometriai forméba onthetjitk.

Tegyiik fel ismét, hogy a valés szamok elrendezheték valamely x;, X2, X3,...

sorozatba. Osszuk fel a (0,1) intervallumot 10 egyenlé részre; minden
részintervallumhoz szémitsuk hozza bal végpontjat, Jobb végpontjit ne,
Vilasszunk a részintervallumok kéziil olyat, amelyikben ninés benne az x,, de
ne az utolsét. Osszuk ezt a részintervallumot ismét 10 egyenlé részre és
valasszunk a keletkezé részintervallumok kozil olyat, de ne a legutolsot,

amelyben nincs benne az x,. Ezt ismét osszuk 10 egyenld részre és a keletkezd

részei koziil valasszunk olyat, de ne a legutolsot, amelyben nincs benne az X3, 6§ Covatos
igy tovabb... Az igy kapott, egymasba skatulyazott, intervallumok x kozss O
pontja nincs benne az x,, x,, <+« Xq... sorozatban; pl: x,~t6l azért ktilonbozik, mert : ’

az n-edik felosztasnal més intervallumba esik, mint az Xy
N%&\QA&% Ax ROyl uwwmu RIS SR PAUITIES)
l Sdﬁ%\.ﬂu\z UK}UL) N

Hobor coppost X, BU, X, &V, AU &
tngert AODD U D Ug D WD



hogy a H halmazon érteimezets dgsszes fliggvények halmazdnak szdmossdga
nagyobb a H-éndl. Pl. az intervallumon értelmezett Osszes fliggvények sz-

mossaga nagyobb a kontinuuména,
Ezzel szemben a2 (@, 8) intervaliumon értelmezett folytonos @gggéngk
F_halmazdnak szdmossdga egyenld g konﬁnauméva& '

. Blég azt megmutatnunk, hogy a) a kontinuum ekvivalens 7 egy rész-

- halmazéval, &) F ekvivalens a kontinuum egy részhalmazaval,

Az a) &llités nyilvinvalé: minden valds ¢ szidmnak feleltesstik meg pl.
azt a fiiggvényt, amely allandéan c-vel egyenl6. A b) allitss bizonyitasdra
elbsz0r is azt jegyezzitk meg, hogy egy folytonos fiiggvény meg van hati-
rozva azdltal, hogy értékeit €gy mindentitt sfirfi haimazon, pl. a racionilis

‘pontokban megadjuk. Az (a, b) intervallum racionalis pontjait egy ry,r,, ...,

Tn, ... soOrOZatba szedve, az J(x) folytonos fliggvényt tehat egyértelmiien meg-

hatdrozza az - .
yu=f(ru) (ﬁﬂ 1, 2, ...)
szdmsorozat, és ennélfogva az

\ m=(1 +1-:FJ’-’";_3)/2 (=1,2,..)

szdmsorozat is; ufbbi csupa 0 s 1 kozott levd valés szimokbs] all. Legyen
| nn=orullluﬂ2"-

az 7. végtelen tizedes tort kifejtése (véges tizedes tortek esetében is a vég-

 telen kifejezést hasznédlva), és rendeljiik hozz az {n.} sorozathoz a

Co= O, (11) (s21a) (ussttsanty,) (ut1q 1109 Usallg) ...
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